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1.1

1.1.1

O. Sucesiones y series numéricas

Sucesiones numéricas

Definicion 1.1.1 — Sucesién numérica.
Una sucesién de ndmeros reales a, es una aplicaciéon que asigna a cada n € N un ndmero real:

a,: N-—->R
donde 7 es el indice de cada elemento.

= Ejemplo 1.1
La sucesion

an=11,1,2,3,58,...}

tiene elementos:
ar=1l,ay=1,a3 =2,a4 =3,a5 =5,a6 =8, ...

Representacion grdfica

La representacion grafica de una sucesién numérica puede ayudar en el andlisis de su comporta-
miento, cuando consideramos valores de n llegando a cierto valor o hasta infinito.

= Ejemplo 1.2
1
La sucesién ¢, = { }:
n

N =
b;\»—t
-
U:\r—a

o {1,

se puede representar por la grafica
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Figura 1.1: Sucesién numérica - grafica

o también por una linea recta

Figura 1.2: Sucesién numérica - linea recta

1.1.2 Sucesiones recurrentes

Los ejemplos anteriores definen una sucesién numérica atreves de una regla basada en los indices
de los elementos (7, % etc) o directamente definiendo la sucesion de nimeros.

Otra forma de definir una sucesion utilice elementos anteriores de la misma sucesién para definir
las siguientes. Este tipo de sucesion se llama una sucesion recurrente.

» Ejemplo 1.3
La sucesion recurrente definida por la relacién

a,=ap1+a, 2, a=la=1n=34,...
tiene elementos {1,1,2,3,5,8,13,...}. "

1.1.3 Cotas
Definicion 1.1.2 — Cota superior.

Una sucesion esta acotada superiormente si existe M € R tal que a, < M Vn. En tal caso, se
dird que M es una cota superior de a,,.

= Ejemplo 1.4
La sucesion

by={-1,1,-1,1,...,1,-1,1,—1,...}
tiene cota superior, o esta acotada superiormente, por los nimeros 1,2,34,.... "

Definicion 1.1.3 — Cota inferior.
Una sucesion estd acotada inferiormente si existe m € R tal que a, > m Vn. En tal caso, se
dird que m es una cota inferior de a,,.
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= Ejemplo 1.5
La sucesion
n+1 345
a, = ={2, - = -, ...
n n { 9 27 3 ) 47 }
tiene cota inferior, o esta acotada inferiormente, por los ndmeros -2,-1,0,1,.... n

Definicion 1.1.4 — Sucesion acotada.
Una sucesion a, estd acotadasi Img,My € R : my<a, <My VneN

Es decir, una sucesion estd acotada si estd acotada superiormente e inferiormente.

s Ejemplo 1.6
La sucesion

Ay 1

=

{

{
®* —
[
-
.
.
.
[
-
:\

Figura 1.3: Sucesidn acotada

tiene cota inferior -1 y cota superior 1, entonces es una sucesion acotada. =

Para demostrar (matematicamente) que una sucesion estd acotada, hay que comprobar que 3 mg, My €
R : my < a, < My Vn € N.

Consideramos tres métodos:

— Algebra
— Cotas conocidas
— Induccién

Algebra
Usando la ecuacidn que define la sucesion, y definiciones de dlgebra conocidas, es posible demostrar
la existencia de cotas de una sucesion.

= Ejemplo 1.7
. n
Demostrar que la sucesion a,, =
n+1

tiene cota superior.

En este caso, empezamos comparando el numerador y denominador del cociente. Podemos afirmar
quen<n-+1 Vn.

Entonces, si dividimos la desigualdad (n > 1) tenemos _7_ 7 <1 Vn. Es decir:
n

a, <1 Vn
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» Ejemplo 1.8
Demostrar que la sucesion b, =3 — % estd acotada.

Sabemos que paran € N tenemos 0 < % < 1. Si multiplicamos por —5 y sumamos 3, tenemos el
resultado. "

Cotas conocidas

Muchas funciones elementales tienen cotas conocidas que podemos usar para demostrar las co-
tas de funciones parecidas. Este método es util cuando la sucesién estd definida por funciones
trigonométricas, exponenciales, logaritmicas etc.
= Ejemplo 1.9

- . n?+1
Acotar la sucesion definida por a, = sen | ———— ).

< 3n?+4n+5 )

Por definicién, sabemos que la funcién sen(x) estd acotada entre -1 y 1. También sabemos que un
cambio a la variable x (por ejemplo a 4x) provoca una cambio en la frecuencia de la funcién, pero
no en la amplitud. Entonces la funcién sigue siendo acotada entre -1y 1. "

= Ejemplo 1.10
Demostrar que la sucesion ¢, = 5+ 4cos(n) estd acotada.

Sabemos que 0 < cos(n) < 1 Vn. Entonces multiplicando por 4 y sumando 5 nos da el resultado
deseado. "

Induccién

Una prueba por induccién es una forma rigorosa para demostrar que una proposicion es cierta para
todos los ndmeros naturales. La prueba esta formada por tres pasos:

Base Demostrar que la proposicion es cierta para n = 1. Nota: No tiene que ser 1. Podria
ser cualquier valor.

Suposicion Suponer que la proposicion es cierta para n = k.

Paso inductivo Demostrar que la proposicion es cierta paran = k+ 1.

= Ejemplo 1.11
Demostrar que la sucesién definida por a, ;1 = a2 + }pal = 0 estd acotada superiormente por %

Comprobamos esta proposicién usando Induccién:

Base Demostrar que la proposicién es cierta paran = 1.
Cuando n =1, a; = 0. Entonces es cierto que a; < %

Suposiciéon Suponer que la proposicion es cierta para n = k.
Suponemos que a; < % por k € N.

Paso inductivo Demostrar que la proposicién es cierta paran =k + 1.
Intentamos demostrar que a1 < % por todo n =k, donde a1 = a,% + %.

Sabemos que q; < % Entonces a,% < %. Por lo tanto a1 < }L —I—% = %
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» Ejemplo 1.12

Demuestra que la sucesién definida por a, = 4= n =1,2,3, ... est4 acotada superiormente por 1.

)
Comprobamos esta proposicién usando Induccién:
Base Demostrar que la proposicion es cierta para n = 1.
Cuando n =1, a; = 1. Entonces es cierto que a; < 1.
Suposicion Suponer que la proposicion es cierta para n = k.

Suponemos que a; < 1 por k € N.

Paso inductivo Demostrar que la proposicion es cierta paran = k+ 1. Tenemos a1 =

Queremos demostrar que a1 < 1. Usando su definicion:

4—(Bk+1)<(k+1)* porque ke N= (k+1)>>0
1 -3k < k*+2k+1Vk
0 < k* + 5k.

Esto es cierto Vk, entonces nuestra suposicion es cierta.

= Ejemplo 1.13
x1 = 1,x,11 =+/1+2x,, n€ N.Demostrar por induccién que x, < 4 Vn.

4-3(k+1)
(k+1)2

Base: x; = 1. Suposicién: x; < 4. Inductivo: Tenemos x| = /1 + 2x; Si xx < 4 entonces xg1 < 3.

Por lo tanto x,, < 4 Vn.

infimo y Supremo

El infimo de una sucesién es la mayor de las cotas inferiores, o en otras palabras, es el maximo del

conjunto de las cotas inferiores
Una cota inferior my es el infimo de una sucesion a,, si:

mo > m Vm cota inferior de la sucesion a,,

Se denota:

my = inf(ay,)

El supremo de una sucesion es la menor de las cotas superiores, o en otras palabras, es el minimo

del conjunto de las cotas superiores
Una cota superior My es el supremo de una sucesién a,, si:

My <M VM cota superior de la sucesion a,

Se denota:

My = sup(ay,)
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Teorema 1.1.1 — Unicidad del supremo.
Si una sucesion {a, } tiene supremo S € R, es tnico.

Demostracion 1.1
Sea {a, } una sucesién de nimeros reales. Suponemos que la sucesion tiene dos supremos b y c.

Si ¢ es un supremo, es una cota superior para {a, }. Si b es un supremo, es el menor de las cotas
superiores de {a, }, entonces b < c¢. De manera similar, si b es un supremo, es una cota superior
de {a,}. Si c es un supremo, es el menor de las cotas superiores, entonces ¢ < b.

Si b < ¢y también ¢ < b, entonces b = c. Si el supremo existe, es Unico. u

Sucesiones Monétonas
I Definicidn 1.1.5

Una sucesion a, es creciente sia, < a,r; Vné€N.

= Ejemplo 1.14
La sucesion

an=1{1,2,3,4,5,..}

Tiene elementos que siguen

ar<ay<az<ay<..

=
a, €s creciente n

Definicién 1.1.6
Una sucesion a, es decreciente si a, > a,.; Vn € N

= Ejemplo 1.15
La sucesion

Tiene elementos que siguen

=
a, es decreciente n

Definicion 1.1.7

Una sucesion a, es mondtona si es uno de los casos previos.

Casos especiales:

= Sia, <a,+1 Vn, a, es estrictamente creciente
= Sia, > a,.1 Vn,a, es estrictamente decreciente

Para demostrar si una sucesion es monétona, podemos usar su definicién por tres maneras.

Diferencia Considerar la diferencia a,+; — a,. Si la diferencia es positiva para todo n, la sucesién
es creciente.
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= Ejemplo 1.16

Sea a, = n®.

Tenemos a1 — a, = (n+1)> —n?
ap+1 —ay =2n+1

2n+1>0Vn.

= a, €es creciente.

Légica Usar la l16gica para ensefiar que a,.| > a, Vn, o bien que m > n = a,, > ay

= Ejemplo 1.17
Seaa,=r",r>1.
Tenemos,

apy1 = Pt

apr1 =r-1r"

ap+1 =7Tr-ay

= a, €s creciente.

Cociente Considerar el ratio a,1/a,. Si es mayor que 1 para todo n 'y a, positivo para todo n,

entonces a, es creciente.

= Ejemplo 1.18
n
S =—.
o4 dn n+1
Tenemos que a, > 0Vny
p+1 n+1 n+1

a  (+D+1 n
Apa1 n?+2n+1

a,  n>+2n
1
an+1:1+27>1 VneN
a, n*+2n
= a, €s creciente
= Ejemplo 1.19
Sea b, =n*,n € N.
b 24on+1 21
i _ w2l
b, 2n nn

Entonces b,, creciente.
= Ejemplo 1.20

Seac,=n!,neN.

Cntl =n+1>1Vn.
Cn

Entonces ¢, creciente.

1.1.6 Limites de sucesiones
Definiciéon 1.1.8

Una sucesién a, es convergente si existe L € R tal que para cada € € R: € > 0 se puede
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encontrar un nimero natural N(€) > n tal que:
la, —L| < &
También escrito:

Ve >0, 3N eNtalque Vn >N, |a, —L| < &

L se llama el limite de la sucesion, y se escribe:

lima, =L
n—eo

*
>

. ¢
-

Figura 1.4: Limite de una sucesién

La definicién del limite es fundamental en la demostracién de muchos teoremas, pero también es
util para encontrar o comprobar limites.

= Ejemplo 1.21
2
Demostrar que lim (4 + 2) =4
n—oo n

Aplicando la definicién del limite de una sucesion:

Ve >0, INeNtalque Vn >N, |a,—L| < &€

Tenemos
la, —L| < €
2
)4"‘72—4‘ < &

n
] <
n2

n>0 Vn.

=
2 e
n2

2
€ >0, asi que si elegimos M = [\[} , n>M Vn
N €
L=4. L




1.1 Sucesiones numéricas

17

Definicion 1.1.9

Si una sucesion {a, } tiene limite se denomina convergente, y si no tiene limite o es infinito, se

llama divergente

Definicion 1.1.10
Si una sucesién no es convergente ni divergente, se denomina sucesién oscilante

= Ejemplo 1.22
Lasucesi6ona, ={1,—1,1,—1,1,—1,1,—1,...}

Figura 1.5: Sucesién Oscilante

es una sucesion oscilante

= Ejemplo 1.23
Calcular el limite de la sucesion a, = Tln + # +1. — convergente.

s Ejemplo 1.24

Calcular el limite de la sucesién b, = n'® —n® —n®. — divergente.
= Ejemplo 1.25
o : 2 _ 5n43 | 3027
Calcular el limite de la sucesion ¢, = = i Toos- — convergente.

m Ejemplo 1.26
Calcular el limite de la sucesién d, = cos(n). — oscilante.

s Ejemplo 1.27
Calcular el limite de la sucesion e, = ¢". — divergente.

Teorema 1.1.2 — Unicidad del Limite.

Sea {a,} una sucesion convergente, y sean b,c € R tales que b = lim, e ay,, ¢ = lim, ;e ay.

Entonces b = c.

Demostracion 1.2 Unicidad del limite

Deja que
[y = lim a,
n—eo
L, = lim a,
n—soo

y suponemos que [ # .

1
Elegimos € = 5\11 — b
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Desde la definicion del limite tenemos:

|an—ll\<8 VI’lZN]
|an—12‘ <e Vn>N;

Para asegurar las dos desigualdades, elegimos n' > max{N;,N,}
=

\an/—ll\ <&
|(ln/—lz‘ <€

Empezando desde la diferencia entre los limites /1,/, y sumando a,; — a,,:

| —bL|=|h+ay —aw — L]

Usando la desigualdad triangular |[x+ y| < |x|+ |y|:

‘l] —lz’ S ’l] —a,,f| + \anr —lz’
|ll = lz| < E+E
Por nuestra definicién de €:

1 1
’ll—lz| < 5’11—12|+§|11 —lz‘

|ll *12| < ’ll *lz|

Esto es una contradiccidén = [; = [5. m

Teorema 1.1.3 — Teorema de Convergencia Monétona.
Si la sucesion {a,} es mondtona y acotada = {a,} convergente.

Implicaciones:
= Si g, es creciente: lim,_,.a, = supa,
= Si a, es decreciente: lim,_..a, = infa,
Importante Una sucesion convergente =~ mondétona y acotada.

Demostracion 1.3
Consideremos una sucesion {a, }, la cual supondremos creciente y acotada superiormente (el
caso para una sucesion decreciente resulta ser andlogo). El supremo de la sucesion, S, tiene dos
propiedades:

m 0, <S néeN.

s Para € > 0, S — € no es cota superior, entonces AN € N | §—¢ < ay.
La sucesion es creciente, entonces por todo n > N:

S—e<ay<ay,
Usando la primera propiedad del supremo:

S—e<aq,<S<S+e¢
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Entonces,
la, — S| < € (x—al|<— a—b<x<a+b)

Lo cual es la definicion del limite de la sucesion, con lim,, .. a, = S. n
» Ejemplo 1.28

Si la sucesion a1 = aﬁ + %,al = () estd acotada superiormente y es creciente, encuentra su limite.

Por ser una sucesién acotada superiormente y creciente, el teorema de convergencia monétona nos
dice que es convergente. Es decir, 9L : lim,,_,. a, = L. Por lo tanto, tenemos L = >+ % = L= %

Teorema 1.1.4 — Teorema del Sandwich.
Si tenemos tres sucesiones ay, by, c, donde a, < b, < ¢, y AL : lim, e a, = lim,_,c, = L,
entonces lim,,_,.. b,, = L.

Definicién 1.1.11
Sean s, t, sucesiones convergentes con limites:

a= lim s,
n—yoeo

b= limt¢,
n—yoo

y ¢ € R. Entonces:
= 5,41, es convergente y tiene limite a + b.
= s, es convergente y tiene limite ca.

Demostracion 1.4
Sea € > 0. Si s, + 1, es convergente y tiene limite a + b, por la definicién del limite buscamos:

|sp+1t, —a—b| <e.
Si s, es convergente, IN; € N tal que Vn > Ny:

€
|sn—al < =

2
Si t,, es convergente, AN, € N tal que Vn > N,:

€

|tn = b| < 5

Si elegimos N = max{N;,N,} y deja que n > N, sumando las desigualdades nos da:

E €&
|sp —a|+|t, —b| < 54‘5
Por la desigualdad triangular:
€ &
ls, —a+1,—b| < §+§

|sn—a+t,—b| <€
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|sn+th—a—b| <&

Entonces por la definicion del limite, queda demostrado que s, + ¢, es convergente y tiene limite

a+b. [
= Ejemplo 1.29
Calcular el limite de la siguiente sucesion, usando el teorema de Sandwich.
lm sen(n)
n—soo n

Sabemos que la funcion sen(n) estd acotada entre -1 y 1. Entonces:

—1<sen(n) <1 Vn
-1 < sen(n) Sl i
n n n

1 sen(n)

n

Vemos que 1im,,—c % = lim, . — = 0. Por lo tanto, por el teorema de Sandwich, lim,, =0.

Definicion 1.1.12
Sean s, t, sucesiones convergentes con limites:

a= lims,
n—eo

b= limt¢,
n—yoo

Entonces s, - f, es convergente y tiene limite a - b
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Demostracion 1.5 Sea € > 0. Si s, - 1, es convergente y tiene limite a - b, por la definicion
del limite buscamos:
|$p -ty —a-b| <e.

Trabajo Sucio
Empezando desde la definicidon que buscamos:

|$p -ty —a-b| <e€.

|sp -ty —a-b| =|sy tny —at, +at,—a-b|

Por la desigualdad triangular:

|sn - tn —a-b| < |tu||sn — a| + |a||t, — b]
E

€
Suponemos que [t,|]s, —a| < 5 Y |a||t, —b| < >

Fin de Trabajo Sucio

Si #, es una sucesion convergente, es acotada. = 3IM > 0 tal que |t,| <M Vn € N.
Si elegimos M grande, también podemos decir |M| > |a|.
Tenemos:

€

r}l’_rgsn:a = 3N, | |sp—al< 5 Vn > N
€
{ = — _— >
,}E}}ot" b = 3N, | |t,-b|< 5 Vn> N,

Elegimos N = max{N;,N,}. Entonces por n > N, usando el trabajo sucio:

|sn -ty —a-b| < |tu||sn — a| + |a||t, — b]

Silty| <My |a| <M,
|sp -ty —a-b| < M|s, —a|+M|t, — b

Desde las definiciones de las sucesiones convergentes,

&€ &€
|sn-t,,—a-b| SMw-FMw

|sp-ty—a-b| <&

Entonces por la definicién del limite, queda demostrado:

lim s,t,, = ab. (1.1)
n—yo0

1.1.7 Ordenes de infinitud

n" crece mds rapido que n!.

n! crece més rapido que a” con a > 1.

a" crece mas rapido que n¥. donde k € N.

Un polinomio crece segtin su orden més alto.
— log(n) <n<a"<n!<n".
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1.2 Series numéricas
1.2.1 Definiciones

Recuerda la definicion de una sucesion:

Def: Una sucesion de nimeros reales a, es una aplicacién que asigna a cada n € N un nimero real.

a,  N—R

Definicion 1.2.1
Una serie infinita es la suma de todos los términos de una sucesion.

{alaa27a3aa4a }

Zan =ayt+ay+tastas+...
n=1

= Ejemplo 1.30

oo

1
ZZ: 1+1/24+1/3+1/4+ ...

n=1

Definicion 1.2.2
Los primeros N elementos de la serie se llama la suma parcial Sy

N
Sn=)Y an=ai+a+az+as+...+ay
n=1

= Ejemplo 1.31
Sea una serie numérica:

Zn: 14243+4+...
n=1

Las primeras cuatro sumas parciales son:

S =1
Sr=1+2
S3=14+2+3

Si=1+2+3+4

1.2.2 Convergencia
Definicion 1.2.3
Si la sucesion de las sumas parciales converge a S, se dice que la serie es convergente, y su suma
es S:SidStal que limy e Sy =S = Yo ja, =S

= Ejemplo 1.32
Buscamos la suma de la serie:

Y an=1/2+1/4+1/8+ ..
n=1
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Las sumas parciales son:
Si=1/2
S)=1/2+1/4
S3=1/2+1/4+1/8
Sy=1/2+1/4+1/8+---+1/2V

El n-esimo elemento de la sucesion de sumas parciales se puede escribir como:

1
1=
El limite de esta sucesidn es:
tim (Sw) = lim (1 - )
N N = I N
lim (Sy) =1

N—seo

Entonces la suma de la serie infinita a,, es 1.

Definicién 1.2.4

Si la sucesion de las sumas parciales es divergente u oscilante, se dice que la serie es divergente

u oscilante.

= Ejemplo 1.33
Consideremos la serie infinita:

oo

Y. (=1)"

n=1

con sucesién de sumas parciales:

Sy={-1,0,—-1,0,—1,...}

lim Sy?
N—oo N

El limite de la sucesion de sumas parciales no existe, por ser una sucesion oscilante.

: o
Z (—1)" Divergente
n=1

Definicion 1.2.5 Condicién necesaria de convergencia

Si Z a, converge, entonces lim a, = 0.
n—=1 n—oo

Si el limite lim a, no existe, o tiene un valor diferente que 0, la serie diverge.
n—yoeo

Importante Si lim a, = 0, no podemos decir la serie converge.
n—oo

Demostracion 1.6
SiY,._,a, converge

limS, =L,y limS,_ ;=L
n—yoo n—yoo
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Entonces,
lim (S, —S,-1)=L—L=0

n—yoo

Las sumas parciales son:
S, =a1+a+...+a,

Snc1=a1+ax+...+apq

Entonces,
Sn—Sp—1=(a1+ar+...+a,)— (a1 +ay+... +a,—1) = ay
Sn—Sn—1=an
=
lima,=0
n—soo
| |
» Ejemplo 1.34
Consideremos la serie infinita: =
n
n; n+1
) n
lim
n—eo 41
lim —— =1
n—eo 41
If 0
=
i n
= n+ 1
divergente. "

I Definicién 1.2.6 Sucesién Nula

Si lim a, = 0, la sucesién {a,} se llama una sucesién nula.
n—yoo

1.2.3 Propiedades

Sean Z any Z b, dos series infinitas con sumas A y B respectivamente, y sea A € R.

n=1 n=1

Entonces,

Multiplicar ) Aa, = AA

n=1

Sumar (an+b,) =A+B

n=1
Restar Y (a,—b,) =A—B

n=1

Demostracion 1.7

Multiplicar Demostramos la suma por la propiedad de multiplicar por un constante A € R.
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oo
Las sumas parciales de la serie infinita Z Aay, son:
n=1

S| =Aay

Slz =Aai+Aay

S/3 =Aa; +Aax+Aas

Sy =Aai+Aax+Aaz+...+Aan

Entonces,

fv =Ala1+ary+az+...+ay)
Sy = ASy
=
P 74 _ ,
WSy = I A

Por definicion,
[ee]

Y a,= lim Sy

n=1

N—oo

=
Jim v =4
SideR, Al’lLI;)LSN = AI\IIILI:OSN

oo

Entonces, lim Sy = 1A y la suma Z Aa, = AA.
N—roo

n=1

1.2.4 Series Geométricas
Definicién 1.2.7 Serie Geométrica

Una serie geométrica tiene la forma general:
Y ar! (1.2)
n=1

donde a,r € R.

La n-esima suma parcial de la serie viene dada por la ecuacion:

11—
Sy=a
1—r
Entonces la suma de la serie es:
= 11—~
Y o' =1lima (1.3)
n=1 noee 1 —r

con condicién de convergencia:

Convergente |r| <1
Divergente |r| > 1
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Si la serie es convergente, su suma es:

Y= (1.4)
n=1

Demostracion 1.8
La n-esima suma parcial de una serie geométrica es

Sn —a+ar+arr+ar+..+a¥!

Multiplicamos por r:
rSy = ar+ar* +ar +...+ar

Restamos la segunda de la primera:
Sy —rSy =a—ar"

(1—r)Sy =a—ar"
a—ar

1—r

Sy =

Una serie es convergente si 1im Sy existe. Entonces si |r| < 1, el limite es convergente. n
n—soo

» Ejemplo 1.35
Sea la serie a, definida por los elementos:

S o 1
Esta serie tiene la forma geométrica,cona=1/2y r= 5

a
Tenemos r < 1, entonces a, es convergente, con suma: ), a, = —— = L.

1.2.5 Series Telescopicas

Definicién 1.2.8 Serie Telescopica
Una serie a,, es telescopica si tiene la forma general:

Y an =
n=1 n

La n-esima suma parcial de la serie viene dada por:

oo

bn+1 - bn
1

Sy =bn+1—by

Entonces la suma de la serie es:

S= AlllggobNH —by

Demostracion 1.9
Sea a, una serie infinita que puede ser escrita en la forma a, = b, | — b,.
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La n-esima suma parcial de a,, es:

Sy=ai+ay+---+an

Usando la definicion de la serie:

SN=by—bi+b3—by+---+byi1—bn

Sy = —b1 +bnyi
El limite del n-esimo termino de la sucesién de sumas parciales es:
S ll,mbN+1 —b1
n—oo

Si este limite existe, entonces la suma de la serie a,, es
oo
Y a5
n=1

» Ejemplo 1.36
Buscamos la suma de la serie infinita

oo

1
L 2n—1)(2n+1)

n=1

Separamos el cociente en dos:

1 _ A B
(2n—1)2n+1) 2n—1 2n+1

1 A(2n+1) B(2n—1)

Cn—-D)2n+1)  @n—1)2n+1)  @nt+1)(2n—1)

1=AQ2n+1)+B(2n—1)

1
Sin=,
1n B
.
2
1
Sin=—_,
1n 2
P
2
=
1 12 1/2
(2n—1)2n+1) 2n—1 2n+1
ii 1 B ii 1/2 1/2
= (@2n—1)(2n+1) Z2n—1 2n+1
1/2 1/2

Vemos que si b, = , entonces by, =

2n—1 2n+1
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Entonces nuestra serie tiene la forma:

oo 1 (o]
——Y' by —b,
n; 2n—1)(2n+1) ; +

El limite de la n-esima suma parcial es

S = —11’mbN+1 —bl
n—oo

S— lim 1/2 _ 1/2
n—se2n+1  2(1)—1
1/2 1
S=-1 - =
1
S=lim—
n—soo
.. . 1
Entonces la suma de la serie infinita es ok n

1.2.6 Series Aritmético-geométricas
Definicién 1.2.9
Una serie aritmético-geométrica tiene la forma general:

oo

Z(cn—i—d)r"

n=0

donde c,d,r € R.
La n-esima suma parcial de una serie aritmético-geométrica es:

Sy =d+(c+d)r+ (2c+d)r* + -+ (cN+d)rY
La suma de la serie viene dada por:

oo

d
Y (en+d)yr = —+
n=0 -r

con condicién de convergencia:

Convergente |r| < 1
Divergente |r| > 1
En el caso ¢ = 0, la serie es geométrica.

Demostracion 1.10
Una serie aritmético-geométrica tiene la forma general:

i (en+d)r"

n=0

La n-esima suma parcial este tipo de serie es:

Sy=d+(c+d)r+Q2c+d)r? +---+ (cN+d)r
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Juntamos términos:

Sy=d+dr+dr?+---+dr¥ +cr4+2cr* + - +Ncr
rSy =dr+drP +drP +- +d" T 4 cr? +2crP 4+ -+ NerV !
Sy—rSy=d—dr" ! ter+cr? 4+ 4V — Ner'H!

Definimos
IN =crdcrP 4+
IN —TriN =CV—CI’N+1
. cr—crVtl
N —_— —
1—r
Entonces,
cr—crVtl

Sy—rSy=d—d"! 4 ——— — N

d—drt! N cr—cerNtl Ne/Nt!
1—r (1—r)? 1—r

Si buscamos el limite de la sucesion de sumas parciales, tomamos limites de Sy:

Sy =

<d—0irNJrl cr—crVtl NcrN+1>

lim Sy = 1 -
SR S e e

n—oo n—oo

Este limite solo converge cuando |r| < 1, con solucién:

g d o cr
T 1—-r (1-r)2
Entonces,
= cr
(en+d)r" +
ng() l—r (1—r)?
cuando |r| < 1. n
s Ejemplo 1.37
Buscamos la suma de la serie:
i n
=3"
Yy L_orli2y
= 3" 39

L . . 1
Serie aritmético-geométricaconc =1,d =0,r = 3 |r| < 1 entonces convergente.

=N 1/3
;?_ (1-1/3)2

> n
2?1
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1.2.7 Series Hipergeométricas
Definicion 1.2.10
Una serie hipergeométrica ) a, satisface la siguiente propiedad:

Ap+1 Om—l—ﬂ

= 1.5
a on+vy (1.5)
donde o, 3,7 € R,o¢ > 0,an+ y > 0. Con condicién de convergencia:
Convergente o+ <y
Divergente o+ > v
La n-esima suma parcial de una serie hipergeométrica es:
— ON
Sy = Y(lan+1 —a1) + aNay+ (16)
Bra—vy
donde B+ o —y#0.
Si ) a, es convergente, su suma es:
=) _,}/al
ap = ——— 1.7)
,1; " Btoa—y

donde B+ o —y#0.

Demostracion 1.11
Demostramos la n-esima suma parcial de una serie aritmético-geométrica, que tiene la forma

general:
a, on+vy
donde o, B,y € R, o0 > 0,y # 0.
Entonces,
anr1(an+7y) =a,(on+ ) (1.9)
Sumamos (1.9) por n:
a(a+y)+-+ap(on+y)=a(a+p)+---+a,(an+p) (1.10)

(x(a2+~'-+nan+1)+}’(a2+-~'+an+1) = a(al +"’+nan)+ﬁ(al +"'+an) (1.11)

Usando la definicién de la n-esima suma parcial de Y a,,, Sy = a1 +ax+--- +an:

o(ar+---+nayi1)+ySy—ar+ayi1) =a(a; +---+na,)+ BSy (1.12)
Despejando por Sy:
— N
Sy = Y(ani1 —a1) + oNay (1.13)
B+a—y

donde B+ —y#0.

Tomando limites:

— N
lfm Sy = lim Y(an+1 —ai) + aNay1y

N—oo N—oo ﬁ~|—a—y (1.14)
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Si la serie es convergente, Al/im ay = 0. Entonces,
—>00

g _ —Ya
Alfgr;SN_ 7ﬁ+a—y (1.15)
ayp = —— (1.16)
Z‘l " Btoa—vy
donde B+ o —y#0. .
= Ejemplo 1.38
Buscamos la suma de la serie:
i ! keN
“=nn+1)(n+2)...(n+k)
Entonces tenemos: .
M G D) +2). (ntk+ 1)
1
oyt (n+1)(n+2)...(n+k+1)
an 1

nn+1)(n+2)...(n+k)
apr1  nn+1)(n+2)...(n+k)
ap,  (n+1)(n+2)...(n+k+1)
an+1 n
a, (n+k+1)
Entonces ¥ a, es una serie hipergeométricacon o = 1,8 =0,y =k+ 1.

La serie es convergente, porque 1im a,, = 0, y también 8 + o < .
n—oo

Entonces,
> 1 —(k+1)ay
nzzlln (n+1)(n+2).. (n+k) 1—k—1
B 1
N1 23, (1+k
> 1  k+1
n;n n+1)(n+2)...(n+k)  k(k+1)!
ad 1 1

“onn+1)(n+2)...(n+k)  k-k!

1.2.8 Series Arménicas
Definiciéon 1.2.11

Una serie armonica tiene la forma general:

1
P

1.17)

con condicién de convergencia:
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Convergente p > 1
Divergente p <1

Convergencia

Definicién 1.3.1 Convergencia absoluta

La serie infinita )" a, es convergente absolutamente si ) |a,| es convergente.

La serie infinita }" a,, convergente para que Y. |a,| es divergente se llama convergente condicio-
nalmente.

Teorema 1.3.1 — Prueba de Convergencia Absoluta.
Si Y a, es una serie convergente absolutamente, entonces Y a, es convergente.

Cambio de indice

A veces es necesario cambiar el primer indice de una serie (por ejemplo para usar una definicién
conocida).

Aqui consideramos dos métodos:

1 Podemos incluir el elemento nuevo (o perdido), y tenerlo en cuenta cuando calculamos la suma.

= Ejemplo 1.39
Buscamos la suma de la serie infinita:

> 7 11
(2n+5)5; =3 +1
Z:: n+ =3ttt

una serie aritmético-geométrica, cuya definicion requiere que el indice empieza por n = 0.

Cambiamos el indice y miramos a sus términos:

— 7 11

2n+5 =5 1
,;)(H )3 ta ot
Entonces,
Z (2n+35)— :—5+Z (2n+5)+—

3}’1

Resolvemos la nueva serie con la definicién conocida, y restamos el elemento nuevo para
conseguir la suma original.

2 Sustituimos n = n+ 1 en la definicion de la serie.

= Ejemplo 1.40

oo

;(2n+5)31n :,;)(Z(n+ 1)+5)3n1+1

para cambiar n = 0 al original n = 1, hay que afiadir 1. Entonces remplazamos »n por n+ 1.

Ahora simplificamos la nueva serie:

oo

c 1 11
2m+5)— =Y (2n+7)>—
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- 1 o 2n+7 1
(2n+5)= = —
n;l 3n n;o 3 3
y 2l Ty
= 3 3 3 27
| |
Prueba de comparacion
Definicion 1.3.2
SiINeN:0<a,<b, Vn>N,entonces:
Z b, convergente = Z a, convergente (1.18)
n=1 n=1
Z a, divergente = Z b, divergente (1.19)
n=1 n=1
= Ejemplo 1.41
Estudie la convergencia de la siguiente serie:
i 1
=2"+1
Se puede decir que:
1 1
<~ VneNlN.
TN R T
e 1 ‘s 1 .
La serie ) - tiene forma geométrica con r = . [r| < 1, entonces la serie es convergente.
n=1 2
1 1 1
Por la prueba de comparacion, si ):? convergente y 0 < 71 < ?Vn, entonces Y. 7
también es convergente. =

Prueba de comparacioén de limites
Definiciéon 1.3.3
e - e . .. .y
Si Z a,y Z by, son series infinitas con terminos positivos, y lim — = L, entonces:

n—yoo
n=1 n=1 n

= Si L finito ambas series tienen el mismo caracter.

» SiL=0 ambas convergen.
m SiL—oo ambas divergen.

= Ejemplo 1.42
Estudie la convergencia de la siguiente serie:
i 1
= n+3yn+1
Comparamos con la serie:
|
L
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1
an \/ﬁ+3{4/ﬁ+1
by L
n

an 1
b 3 1
1+ 4
Tt
1
tim 2 = 1im
noeby e 31
vn oo\/n
. an
Jim =1

Por la prueba de comparacioén de limites, ambas series tienen el mismo caracter.

by, es una serie armoénica con p = —. p < 1, entonces es divergente. Por lo tanto, a, también es

| =

divergente. "

1.3.4 Prueba de D’Alembert
Def!picién 1.34
Si )} a, es una serie infinita con terminos positivos, y

n=1

, Ayl
lim —— =}
n—yoo al’l

Entonces,

-SiA<l = a,converge

- SiA>1 0A=0 = gq,diverge
— Si A =1, no se puede decir

= Ejemplo 1.43
Estudie la convergencia de la siguiente serie:

o n+1
n; n!

Prueba de D’ Alembert.

n+2
a = —
app1  nl(n+2)
ap (n+1D)l(n+1)
Antl _ (n+2)
an (n+1)2
lim <L — 0
n—e  q,

Por la prueba de D’ Alembert A < 1, entonces a,, converge. "
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1.3.5 Prueba de Raabe
Si la prueba de D’ Alembert llega a la situacién A = 1, seguimos con la prueba de Raabe.

Definicién 1.3.5
Si Z a, es una serie infinita con terminos positivos, y

n=1

lim n(1 — Cln+1) =2
n—soo0 a,

Entonces,

- SiA>10A =00 = Y a,converge
-SiA<1l = Ya,diverge

- SiA =1 = no se puede decir

» Ejemplo 1.44
1

=)

"=l (2n+1)(2n+3)

1.3.6 Prueba de la raiz
Defipicién 1.3.6

Si Z a, es una serie infinita con terminos positivos, y
n=1

lim /a, = A

n—soo

Entonces,

- A<1 = a,converge

- A>10A=c0 = a,diverge
- A =1 = no se puede decir

» Ejemplo 1.45
Estudie la convergencia de la siguiente serie:

> 1
,E’z (log(n))"

Prueba de la Raiz. 1

Jm Yan = lim )

A0 ¥/ =0

Por la prueba de la raiz, A < 1 entonces a, converge. "

1.3.7 Prueba de Leibnitz para series alternadas
Definicion 1.3.7
Sea ).~ a, una serie alternada.

Si la sucesion |a,| es decreciente y cumple:

lim |a,| =0
n—oo
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Entonces,

oo

Z a, converge
n=1

m Ejemplo 1.46
Estudie la convergencia de la siguiente serie:

o0 )n+1

Z I’l3+1

n=1

Prueba de Leibnitz.

Him e —,}E?on3+1

lim |a,| =
n—yoo
|a,| decreciente? Si decreciente: |a,11| < |ay| por todo n.

an+1 < ay

n+1 < n
(n+1)3+1 " nd+1

(n+ 1) +1) <n((n+1)>+1)
1<2n®+3n°+n VneN.

Entonces |a,| es decreciente. Por la prueba de Leibnitz, a, es convergente. "

1.3.8 Mas Ejemplos

= Ejemplo 1.47
Estudie la convergencia de la siguiente serie:

£ ()

n=1

Prueba de D’ Alembert.

L (135 2n-1)@2n+ 1) 2
T\ 20406, 2n(2n+2)

a1 (2n41)°
a, \2n+2
ap+1 _4n2—|—4n+1

a,  4n’+8n+4

., Qp+1
lim

n—oo an

=1

Por la prueba de D’ Alembert A = 1, entonces no se puede decir si a,, converge o no. Seguimos con
la prueba de Raabe.
i | _ Gl I | 4n® +4n+1
imn(1-— =limn(l————-—+—
n—ro0 an n—seo 4n? 4+ 8n+4

Ii 1 An+1 i 4n—3
imn(1-— =limn|-—5——
n—yoo ap n—e \ 4n?+8n+4
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4n’ -3
mn(1—% ) = fm - —2"
n—oo apn n—eo 4n? + 8n+4

h’mn<1—“"+‘> —1
n—soo ay

Por la prueba de Raabe A = 1, entonces no se puede decir si a, converge o no. "

= Ejemplo 1.48
Raiz.

nn

Zn:l 31+2n

[ n
n n
7z z n z. z
llllln*>°0 a, = llnlnﬁ<><> m = hmnﬁm 3 Ford hn]n*>oo 6
n

Divergente. "

S

» Ejemplo 1.49
Raiz.

103+5n

Zn:l n1+n2

Hmn%w \n/ an = lfmn*;w

Convergente. =
= Ejemplo 1.50

Comparacion.

(1 —sen(n))(1+sen(n))
n*+8n+1 ’

Lo

(1 —sen(n))(1+sen(n))
n*+8n+1 =1

Si 0 < sen™(n) <1yn>48n+ 1> 0Vn entonces 0 <

1 1 . 4 . .
Sabemos que ———— < —Vn € N. Laserie ), ;| — es una serie arménica con p = 2, entonces
n>+8n+1 " n? . "= n*
convergente. Por la prueba de comparacion, la serie original converge. =
= Ejemplo 1.51

Raiz.
Y1 (/n—1)". Por la prueba de la raiz, A = 1im,,_seo /Gy = im0 v/n — 1.

1
In(1+2A) =1im, e ;ln(n). Por 6rdenes de infinitud, In(1+A) =0 = A = 0. Por la prueba de la

raiz, la serie converge. "
= Ejemplo 1.52
Convergencia condicional / absoluta.

2n+1
Yo (=)t n(:lz i 0 Prueba de Leibnitz:

2n+1 —2n—-2

;D iente? =—. — = ——+——— < 0Vn. Ent d iente.
(Decreciente? |a,| Wi 1) |ant1] — |an] " (11 2) n. Entonces decreciente
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También 1im,_,« |a,| = 0. Por la prueba de Leibnitz, converge.

2n+1 Z1
., ————cony —.
"= n(n+1) n

oo

Convergencia absoluta/condicional: Se puede comparar la serie Y |a,| =Y

2n+1
n(n+1)

(porque % < Vn, demostrado despejando hasta 0 < n?Vn.)
Y — serie arménica con p = 1, divergente. Por la prueba de comparacion, nuestra serie Y |a, | diverge.
n

Entonces la serie original converge condicionalmente. "
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1.4 Problemas

1. Escribe los valores ay,a,a3,a4 para la sucesion {a, } definida por:

2" —1
a an=—
1)
b. a, (=1)
. n.i . .
2. Escriba los primeros 10 términos de las sucesiones:
An
a. ar=-2,a,.1=n
" n+1 4
n+1
b.aj=2,a=—-1,a,4 =
an

3. Encuentre la ecuacion para las siguientes sucesiones:
a. 1,—1,1,—-1,1,—-1,1,—1,...

—1,1,—-1,1,—-1,1,—1,...

1,—4,9,—16,25,...

0,3,8,15,24,...

1,5,9,13,17,...

. 0,1,0,1,0,1,0,...

4. Demuestre que la siguiente sucesion estd acotada:

-0 Ao o

5
an:3—;

5. Demuestre que la siguiente sucesion estd acotada:

a, =5+4cos(n)

6. Se deja caer una pelota desde una altura inicial de 15 pies sobre la losa de concreto. Cada
vez que rebota alcanza una altura equivalente a 2/3 de la altura anterior. Determine la altura
que alcanza en el tercer rebote y en el n-ésimo rebote.

7. Un objeto se deja caer desde un gran altura, de tal manera que recorre 16m durante el primer
segundo, 48m durante el segundo, 80m durante el tercero y asi sucesivamente. ;Cudnto
recorre el objeto durante el sexto segundo?

8. Sea {a,} una sucesion (infinita) con término general a,. Estudie la sucesién: acotacion,
monotonia, grifica, convergencia y limite.

-1 n+1
a. an:;; ban:7+ n2
n“—1
. = da=1+(-1)"
C. an n—1 ay +( )

e. a, = sen(nm)

9. Consideremos la sucesién definida por a, | = \/2a, para cadan € N, con a; = 1.
a. Prueba por induccién que a, < 2 Vn.
b. Justifica que la sucesién {a, } es monétona creciente y halla su limite.

10. Considerar la sucesion {a,} definida por a, 1 = a> + 7 a; =0.

. . 1
a. Demuestra por induccién que a, < 3 Vn e N.

b. Demuestra que {a, } es una sucesion creciente.

c. Encuentra el limite lim a,,.
n—yoo

11. Considerar la sucesién {a,} definida por a; = v2'y a,1 = v/2 + ay.
a. Demuestra por induccién que a, <2 VneN.
b. Demuestra que {a,} es una sucesion creciente.

c. Encuentra el limite lim a,,.
n—soo
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12. (Las siguientes sucesiones son mondtonas?

a. a,={-1,-2,3,-4,-5,6,-7,-8,9,...} c.a,=n
b= D" d. a,={-1,-1,0,0,1,1,2,2,..}
. Ay = ——— 5
n e. ay=—n
_fl 11111111
f. an = §7§a§71>17§7616777'“}
13. Demostrar convergencia y buscar el limite de
s :S”+3 s1=1
n+1 5 1
14. Calcular los siguientes limites de sucesiones:
1 _
a lim 4+ — +1 k. 1im (DD +3
n—w2n  3n n—e (3n+2)(n—35)
b. lim n'® —n® —n® V32 +2n+n
c. Vif_r?lo—2n+5 L I}EI; V22 45042
n—soo —van©+on+
Sn+3 3n’—7 m. lim\/n2—-n—n
d. lim — n—eo
noe nt+4d o n*+8 n lim 3n® —n®
Iim 4 "
e Jma4—-—+ -3 o lim —5n”+8n—6
2 nee
32 +2n—5 2n+1 tim 2!
£ lim (22 )7 PR 1
n—eo \ 4n?2+n—6 )
n . 2n+1 3n"—5n
, I’l—|—9 q 1lim _
g. ,}grolo P n—eo 2 3n+4
: 2 9y 2
X mn—n2—|—5n3 rr}l_rgo\/n 2n \/n +4
| —
n—e 4n +2n3 — 1 s limy/n++v/n—+/n
. lim 6n—2 n—oo 5
1.
nee 142 ¢ 1im ]
.y n*+7Tn+5 n—eo \/p2 — |
o ns VB =32 42—-Vnd+1
u lim

n—soo \/ﬁ

15. Calcular los siguientes limites de sucesiones, usando el teorema de Sandwich:
., sen(x)
a. lim ——=
X—>00 2)(,‘ 5
b. 1im * 2 Fsen (x)
x—eo  x4100
o lim 5x% — sen(3x)
M
X—ro0 )262 +10
cos=(2x)
d. lim ————
i 3 2x

16. Fijado 1 <t <4, consideramos la sucesion recurrente dada por:

1 t
X1=2, Xpp1= E(xn—i—x—) paran > 1.
n

a. Demuestre (por induccién) que esta sucesién estd acotada inferiormente por /7 y
superiormente por 2.
b. Demuestre que es monétona decreciente. Deduzca que limx, = /z.

17. Buscar la suma de las siguientes series.
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bd
(agk
2| =

T4
Ly
& 1
“ n;(zn—l)(znﬂ)
= n+l
d ,;(:H)!
=1 1
© %n_zn—i—l
n
£ ,;2n2+1

18. Demuestra la convergencia de las siguientes series.

12" +1
1+ cos(n)
3" 4203

= n!
(o) 3n
& g 3+n!
i( 1)n+1
19 Demostrar que
n=1 n\/ﬁ
oo l)n—i—]

20 Demostrar que Z

€s convergente.

9a

i 5
2l 14
= n

n=0 3"

= 2n—1

Y S

S
ol

1
nn+1)(n+2)...(n+k)
n!
(x+1)(x+2)...(x+n)

3
Il

ngEll aok

2n+5
n=1 3"
i 1
“n?+Tn+12

1-3-5...(2n—1)\*
( 2-4.6...2n >
1-3-5...2n—1)
2-4.6...2n ’

gk

3
Il
—_

s

3
Il
-

|‘8
—_ e
)

o
—~
S
~—
~—

=

n§2

Z]; SGR
n=

s ( 1)n+1
Lt

3
Il
—_

(I+a)2+0a)---(n—1+a)

(agki

(1+B)(2+pB)---(n—1+B)

3
Il

es convergente condicionalmente.

21 Sean Y a,y ):b serles convergentes con sumas a,b € R respectivamente.
a. Enuncia el teorema de convergencia mondtona.
b. Demuestra que la serie Y a, + b, es convergente.
c. Seac € R. Demuestra que la serie } ¢ - b, es convergente y dar su suma.

22 Estudia el cardcter de las siguientes series:

oo

1.2---(2n+1)
o Y @t 2n+2)

n=1

=3

s

(n—1)"

n=1

—x¢N

A x>0
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(2. Limites y Continuidad

2.1 Limites de funciones de una variable real
Definicién 2.1.1 — Entornos.
Dados a € Ry € > 0, definimos el entorno del punto a con radio €:

(a—€,a+e)
a-g a ate
‘ | N
N | 7

Figura 2.1: Entorno de un punto

Cuando el valor del radio del entorno de un punto de x se acerca a 0, estamos considerando el limite
de la funcién en ese punto.

Definicion 2.1.2 — Limite.
Sea la funcién f: A C R — Ry seaxg € A. Se dice que [ € R es limite de f en x si

Ve>0, 36 >0talque 0 < [x—xp| <8 = [f(x)—I|<e&
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=¥

Figura 2.2: Limite en un punto

Notacion: lim,_,,, f(x) =1

Teorema 2.1.1 — Unicidad del limite.

Si existe un limite / € R de la funcién f: A C R — R, es unico.

Definicion 2.1.3 — Limite Secuencial.
Dada la funcién f: A — R, existe:
lim f(x) =L

Xx—a

si y solo si para toda sucesion x;,, € A que converge a x = a:

lim f(x,) =L

n—oo

2.1

2.2)

El limite secuencial nos dice que para cualquier sucesion que tiene limite x = xg en el dominio de
f(x), el valor del la funcién de esa sucesion es el limite de la funcién.

= Ejemplo 2.1

Si tenemos la funcién f : A — R, con limite lim f(x) = L, y definimos la sucesion

X—X0

an:{xo—%} VneN

Cuando tomamos el limite de la sucesién a,, lim a,, vemos que su valor es xg.
n—yoeo

I~
Y=36=)
L=
Cen) 7|
35
A Qs QZVIO x

Figura 2.3: Limite Secuencial ejemplo
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A la vez, vemos que el valor de la funcién de esa sucesion, cuando n — oo, acerca a L.

lim f(a,) =L

n—yoo

= Ejemplo 2.2

Si tenemos la funcién f : A — R, con limite lim f(x) = L, y definimos la sucesion
X—X0

b, = {xo+%} VneN
Cuando tomamos el limite de la sucesion b, r}grolo by, vemos que su valor es xp.
I~
QLN Y=36)

ey
20w

=

A

Figura 2.4: Limite Secuencial ejemplo

A la vez, vemos que el valor de la funcién de esa sucesién, cuando n — oo, acerca a L.

lim f(b,) = L

m Ejemplo 2.3

Si tenemos la funcién f : A — R, con limite lim f(x) = L, y definimos la sucesién
X—rX0

Ch = {xo—i— (—nl)"} VneN
Cuando tomamos el limite de la sucesion ¢, ,}gr.}o cn, Vemos que su valor es xg.
I~
Y=36=)

2 ()
< ﬁf»};

L 4
o(ea)]
QL]

l \ I T
c ¢ Feco & x
\

Figura 2.5: Limite Secuencial ejemplo
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A la vez, vemos que el valor de la funcién de esa sucesion, cuando n — oo, acerca a L.

lim f(c,) =L

n—yoo

= Ejemplo 2.4
Si dos (o mas) sucesiones que convergen a x = xo tienen distintos valores f(x,), entonces el limite
de la funcién no existe.

Si tenemos la siguiente funcién f(x), y las dos sucesiones:

1 1
an:{xo—f}, bn:{x0+f} VneN
n n
Tenemos:

lima, = lim =xg
n—oo n—oob,

Qe
FIN Y=306=)
=0

2

L) T

ST

Y gt

\
a Qs Clz‘jcobz, b, 'S
: . -

Figura 2.6: Limite Secuencial ejemplo

En este caso, vemos que:
lim f(a,) =Ly, lim f(b,) = Ls.
n—oo n—oo

Entonces dos sucesiones del dominio de f(x) que convergen al punto x = x tienen distintos limites

de f(x,), entonces el limite lim f(x) = L no existe. .
X—X0

Limites infinitos
Definicién 2.1.4

limy i f(X) =L <= Ve>0,IM>0:x>M = |f(x)—L| <€
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xl_i‘l;nwf(x) =k

If(x) -1 =0

fla) fb)
gl Py e

Definicién 2.1.5

limy wf(x)=L <= Ve>0,IM>0:x<-M =|f(x)—L|<e¢€

Definicion 2.1.6

@)

If(x)=L] =0

fla)

S fle) =1L

limy o f(x) =400 <= VM >0,36 >0:|[x—a| <8 = f(x) >M

3

Definicion 2.1.7

lim f(x) = oo

X=X

limy g f(x) = =00 <= VM >0,36 >0:|[x—a|<d = f(x) < —M
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2.1.1 Funciones Acotadas
Definicién 2.1.8 — Funcion Acotada.

SiACRYy f:A— Runa funcién de una variable real. Decimos que f es una funcién acotada
siVx €A, I3m,M € Rtal que m < f(x) <M.

» Ejemplo 2.5
La funcién f(x) = sen(x) estd acotada entre -1 y 1.

.

y=1

f(x) = sen(x)

Figura 2.7: Cotas de f(x) = sen(x)

Definicién 2.1.9 — Supremum.
El supremo de una funcién f(x) es el minimo del conjunto de cotas superiores.

sup,ea f(x) = sup{f(x) : x € A}

¥x

)
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Definicién 2.1.10 — infimo.
El infimo de una funcién f(x) es el maximo del conjunto de cotas inferiores.

infyeq f(x) = inf{f(x) :x €A}

f(x)

= Ejemplo 2.6
Encuentre las cotas de la funcién f(x) = sen(4x) — 1.

La funcidn sen(4x) estd acotada entre -1y 1:
—1 <sen(4x) <1

Entonces,
—2<sen(4x)—1<0

Una cota inferior de f(x) es -2, y una cota superior es 0.

Teorema del Sandwich

Teorema 2.1.2 — Teorema del Sandwich.
Dadas las funciones f, g, de una variable real x tales que:

fx) <gx) <h(x) VxeA

Si lim f(x) = lim h(x) = L. Entonces

X—a Xx—a

limg(x) =L

xX—a

Figura 2.8: Teorema del Sandwich

= Ejemplo 2.7
Resuelve el siguiente 1imite, usando el teorema del Sandwich.
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sen(x)

lim

X—oo X

Para buscar dos funciones que acotan f(x), empezamos con cotas conocidas dentro de la funcién:

—1 <sen(x) <1

Entonces,
-1 _sen(x) 1
J— S S —
X X X
[ ]
Demostracion 2.1 — Teorema del Sandwich.

Definimos las funciones f,g y & tales que:
f(x) <g(x) <h(x) vxeA
Si los limites de las funciones f y & cumplen:
lim f(x) = lim 2(x) = L

() ~L < g(x)—L<h(x)—L

Sea € > 0, definimos (a — 8;,a+ 8;) y (a — &,a+ &) tales que cumplen:
|f()—L| <e, |h(x) —L| <€
= para x dentro de (a — 81,a+ 1) N (a— &,a+ &)
e<glx)—L<e

Designamos a § el minimo entre ; y &,, y quedamos con el entorno x € (a— d,a+ §). Entonces
desde € < g(x) — L < & definimos:

Ve>0,36 >0:0<|x—a| <0 = |glx)—L| <€

Entonces,
lim g(x) = L
f(x) <g(x) <h(x) Vx € A. Si lim f(x) = limh(x) = L. Entonces
X—a X—a
limg(x) = L

2.1.3 Propiedades
Supongamos que lim fx)=hLy lim g(x) = L. Entonces:
X—¥XQ X—X0
- lim(ftg)(x) =1L £,
X—X0
= lim (f-g)(x) =1 -,
X—rX0

— lim <f> =" 10,

X—rX0 g lz ’
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Existencia y Convergencia

Limites Laterales
Definicién 2.1.11

At ={xeA:x>x}

lim f(x) = lim f|: (x).

X—xg X—X0

N

Limite por la derecha

Definicién 2.1.12

AT ={xcA:x<x}

lim £(x) = lim fl4- (3

X —)XO

X

Limite por la izquierda

Teorema 2.1.3 Si
lim f(x) = L,
Es equivalente decir:

lim f(x) = lim f(x)=L

x—at x—a-

s Ejemplo 2.8
La funcion f(x) definida por trozos:

1 six>0
X)) =
U {0 six<0

tiene grafica:
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IR

06

04+

Figura 2.9: Limites laterales

El limite lateral negativa (por la izquierda) tiene valor:

lim f(x) =0

x—0~

El limite lateral positiva (por la derecha) tiene valor:

Ii =1
Jig 79
En este caso, lim f(x) # lim f(x), entonces no existe el limite de f(x) en el punto x = 0. .
x—at x—a~

= Ejemplo 2.9
Resuelve el limite:

lim X+l

x—1 (x — 1)2
Si resolvemos el limite directamente,

x+1 2

lm—— = =
ol (x—1)2 02

Indeterminacién. Entonces miramos a los limites laterales:

lfm x+1 _ 1T+1
e =12 (=12
lim x+1 _ 2+
G2 T 00
, x+1
I G T
lim x+1 _ 1= +1
el o2 1)
lim x+1 _ 2-
e G120 )2
lim L e
x%l*(x—l)2

Los limites laterales son iguales, entonces existe el limite:

x+1
1/ —_— oo
XILI} (x—1)2 +
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2.2 Continuidad de funciones de una variable real

2.2.1 Continuidad
Definicion 2.2.1

Se dice que una funcién f(x) es continua en x si cumple lim f(x) = f(xo).
X—¥XQ

Figura 2.10: Funcién continua

= Ejemplo 2.10
Comente la continuidad de la siguiente funcién.

5
f(x):m

La funcidn tiene puntos criticos cuando x = £2. Si consideramos el punto x = 2:

; 5
Iim = -
x—2 0

Indeterminacién. Miramos a los limites laterales:

lfm = —>
T 16— 16

Iim = —o
x—2~
fm = 2
2 161 —16
lim = o0
x—2~

Los limites laterales son distintos, entonces el limite h’rr% f(x) no existe y la funcién f(x) no es
X—r

continua en el punto x = 2. "

Definicion 2.2.2
Si A es un conjunto de nimeros reales, se dice que una funcién f(x) es continua en A si cumple

lim f(x) = f(a) Va € A.

xX—a

Si miramos a un intervalo en A, (b,c), estudiamos continuidad en a € (b, c).
Si es un intervalo cerrado [b, c], también hay que estudiar los puntos b, ¢

s Ejemplo 2.11
Estudie la continuidad de la siguiente funcién en los intervalos [4,6] y [0,6].
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En el intervalo [4,6], f(x) es continua. x* — 16 # 0 Vx € [4,6].

En el intervalo [0,6], f(x) tiene un punto critico x = 2. f(2) no existe, por lo tanto, f(x) no es
continua en el intervalo [0, 6]. n

Definicion 2.2.3
Si una funcién f es continua en un intervalo, se puede decir que f esta acotada en dicho
intervalo.

= Ejemplo 2.12
¢Es la siguiente funcién acotada en el intervalo [0,2]?

X242
x2—1

En el punto x = 1, la funcién no existe. Entonces f(x) no es continua en [0, 2]. Por lo tanto, f(x) no
esta acotada en [0, 2]. .

Operaciones con funciones continuas Sean las funciones f,g: A C R — R y las dos continuas
en el punto xg:
= [+ ges continua
= f.gescontinua
= (o f es continua, con @ € R

. g es continua si g(x) # 0

Definicién 2.2.4
Si una funcién f(x) no es continua en un punto de su dominio, se dice que la funcién tiene una
discontinuidad en ese punto.

"

Y

Figura 2.11: Discontinuidad en un punto

Distinguimos entre varios tipos de discontinuidades, con distintas propiedades:

Discontinuidad Evitable La funcién f(x) tiene una discontinuidad evitable si lim f (x) = lim =cf(x)

x—a x—a~
y f(a) =d o f(a) no existe.
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YA
y=1(x)
y=f(a) |
LI 169
/
a =

Figura 2.12: Discontinuidad Evitable

Discontinuidad Inevitable - Salto Finito La funcién f(x) tiene una discontinuidad inevitable de
salto finito si lim f(x) # lim f(x).
x—at x—a~

YA

y=f(x)
Lim. 169

&

-

Lim £(x)

+a

Figura 2.13: Discontinuidad Inevitable - Salto finito

Discontinuidad Inevitable - Salto Infinito La funcién f(x) tiene una discontinuidad inevitable
de salto infinito si lim f(x) =ecy lim f(x) = ¢ (0 al revés).
x—at x—a~
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YA

y=f(x)

|
it

3

f(x)

x—

!

-

=<V

Figura 2.14: Discontinuidad Inevitable - Salto infinito

Discontinuidad Inevitable - Asintética La funcion f(x) tiene una discontinuidad inevitable asin-
toticasi lim f(x) = —eoy lim f(x) = oo (0 al revés).
x—at x—a~

Yl

/ y= 19
/ /

Figura 2.15: Discontinuidad Inevitable - Asintdtica

» Ejemplo 2.13
Clasifique las discontinuidades de la siguiente funcion:

X—1six<0
X)) =
U {2x—35ix>0

La funcién f(x) tiene punto critico cuando x = 0, y es continua en R — {0} por ser formada por
polinomios de nimeros reales. Mirando a los limites laterales en el punto critico:

lim f(x) = —1
x—0~

Ii =-3
)cir(l)l+ f(X)

Los limites laterales son finitos y distintos. Por lo tanto, es una discontinuidad inevitable salto finito,
con salto de tamafio 2. n

Indeterminaciones

En la resolucién de algunos limites de funciones de variables reales, es posible encontrar una
situacion con una indeterminacion.
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Indeterminaciones Definiciones:

Qoo O3l

8

8
|
8

"I A
La primera forma de superar problemas causados por indeterminaciones es el uso de dlgebra para
simplificar la expresion, y evitar la indeterminacion.

= Ejemplo 2.14

Resolver el siguiente limite:
LX) e

m———=
x—e0 x3 4 1 00
En vez de resolver el limite directamente, podemos simplificar:

. 'x3 . 'x
llm %7—'_1 — llm 71
X—r00 X~ X—ro

X +—

» Ejemplo 2.15
Resolver el siguiente limite:

lim 3" x — 2" =00 — o0
X—yo0

En vez de resolver el limite directamente, podemos simplificar:
3x 2%
Ifm 3%x — 2% = lim 3* <x )

X—>00 X—>o0 3X 3X

Iim 3*x — 2* = lim 3* ( — <2) >
X—o0 X—>o0 3

l{im 3x — 2% = oo(00 — 0)

X—so0

lim 3*x — 2" = oo,
X—3o0

2.3 Teorema de Bolzano

Teorema 2.3.1 — Teorema de Bolzano.
Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b].

Si f(a)f(b) <0

Jcea,b]: f(c)=0. (2.3)
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fb) - -

Figura 2.16: Teorema de Bolzano

» Ejemplo 2.16
Demuestra que la funcién f(x) = 2x — 2 tiene raiz en el intervalo x € [0,3].

La funcién f(x) es continua en el intervalo de interés, por ser un polinomio. Tenemos:
f(0)=-2 y f3)=4
f(0)-f(3) <0
Entonces por el teorema de Bolzano, 3 ¢ € [0,3] : f(c) =0. .

Definicién 2.3.1 — Método de Biseccién.

Una vez identificado la existencia de una raiz de una funcién f(x) en un intervalo [a, b], existen
numerosos métodos para determinar dicha raiz. Un método, el método de Biseccion, utiliza
cortes del intervalo de interés y el teorema de Bolzano, para aproximar la raiz de la funcién.

Empezando desde el intervalo [a,b], el método corta el intervalo por la mitad, comprueba con el
teorema de Bolzano en cual de los dos intervalos nuevos existe la raiz, y selecciona ese intervalo
para repetir el proceso hasta conseguir una aproximacion aceptable de la raiz (el estudio de
métodos numéricos de este estilo aparece en otras asignaturas del grado).

El método realmente busca el limite de la sucesion de los intervalos encajados formada por la
biseccién del intervalo original.

2.4 Principio de los intervalos encajados

Teorema 2.4.1 — Principio de los intervalos encajados.
Sea I, = [ay,b,] una sucesion de intervalos encajados, donde n € Ny a, < a,11 < bpi1 < by,
que cumple:

)L CLCKLC...,
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i) lim[b,—a,] =0
n—oo

Entonces ﬂln contiene un dnico elemento x, y las sucesiones a, y b, convergen a x.

n=1

Demostracion 2.2

Figura 2.17: Intervalos encajados

Sean {a,};"_, y {bn};_, sucesiones donde a, < b, Vn.Sia,11 >a, Vn €Ny by <b,VneN,
vemos que {a,}_, es monétona creciente y {b,}_, monétona decreciente.

Tenemos que a, < b, Vn,m € N. Definimos a = supa, y b = infb,

Entonces,
supa, < b, Vm 24

a=supa, < b=1infb, 2.5

Entonces [a,b] C [a,by] Vn € N tal que

() D la,b] # @ (2.6)
i=1
También
b—a<b,—a,VneN 2.7)
ademas, tenemos
[a(),b()] C [al,bl] (@PP (2.8)

Si definimos los elementos de las sucesiones {a,}_ y {b,};r_, usando el método de biseccion,



62 Capitulo 2. Limites y Continuidad

podemos analizar la diferencia de tamafio entre cada sub-intervalo:

by —a
by—a; = 02 0
by —
by —ap = 12611
by — ap
__ 2
2
by—a
by —a, — 02n 0
Cuandon — o, b,—a,—0 =a=b
Entonces,
() = [a,b] = a. (2.9)
i=1

2.5 Teorema de Weierstrass

Teorema 2.5.1 — Teorema de Weierstrass.

Sea I = [a,b] un intervalo compacto, y f : [a,b] — R una funcién continua en /. Entonces, f es
acotada en /.

Ademads, observamos que f obtiene su maximo y su minimo en /.

Es decir:

Ay, im=f(x1) < f(x) < flx) =M,Vx el (2.10)
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2.6 Problemas

1. Use el teorema del Sandwich para resolver:

a.
im sen(x)
X—oo X
b.
lim 3x? —2 sen(2x)
x—=—e  x* 41
c.
e (1)
limxcos | —
x—0 X
2. Resuelve los siguientes limites:
a. 1 c. )
X x*—=2x+1
1 .
xl—r>rll(x—1)2 )1(13} x—1
b.
oox+1
lim
x—lx—1

3. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en sus puntos criticos:

a. c.
5 > .
flx) = o) — x*—1six<0
b xt—16 f@) 2x—3six>0
x+1six<?2
X)) =
f) {2)6—1 six>?2
4. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en los intervalos dados:
a. b.
Fl) = 5 f(x) =+vx+3en(-3,3)
EAEST: .
' 3+x
en [4,6] y [0,6]. fx)=5—_en[-3,3]
5. Clasifique las discontinuidades de las siguientes funciones:
a. b.
2 —1six<0
5 _Jx
f6) = o= x€0.3] /&) {2x_3sixzo
6. Resuelve las siguientes indeterminaciones.
a. 5 c.
im — lim 3*x — 2"
e .x2 +1 X—>00
b d

: o
lim 21> mn( +T>

e Free \ X —
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7. Determine si existen raices de las siguientes funciones en los intervalos dados.
a. b.
flx)=x? x € [-5,5] flx)=2x—2 x € [0,3]
8. Conteste a las siguientes preguntas:

a. Compruebe que x> 4 x — | tiene una raiz c. Utilizando el teorema de Bolzano, de-

en el intervalo [0, 1]. muestre que la ecuacién x> +x—5=0
b. ¢(La siguiente funcién tiene raiz en el tiene una solucién x = a tale que 1 <
intervalo [0,2]? a<?2.
2x—3
x—1

9. Estudie la continuidad de la siguiente funcion:

-1
x+1

flx) = i 1<x<3
x

x—5

x<1

x>3

donde Dom(f) =R —{-1,5}.

10. (En qué puntos es discontinua la funcién tan(x)?

11. Sea f una funcién real continua en (—1, 1), con f(0) > 0. Probar que la funcién g, dada por
g(x) =x*f(x),x € (—1,1), tiene un minimo relativo en xy = 0.
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(3. Derivadas de funciones de una variable real

Definicion 3.0.1 — Derivada.
Sea f una funcién continua en x = a. Definimos la derivada en el punto x = a por:

4f (o) i PO I@ ol )~ f(a)

dx x—a  X—d h—0 h

f'(a) =
Si este limite existe, se dice que f es derivable en el punto x = a.

Sea f una funcién y a € Dom(f).

Teorema 3.0.1 Si f no es continua en el punto x = a, entonces f no es derivable en el punto
X =a.

Teorema 3.0.2 Si f es derivable en el punto x = a, entonces f es continua en el punto x = a. ‘

= Ejemplo 3.1
Estudie la derivabilidad de la siguiente funcidn.

X%, si x<0
2x+1 st x>0

f(x) es una funcién formada por dos polinomios, que son derivables Vx € R. En el punto critico x =

— f(0 — f(0
0, tenemos limites laterales de la derivada: lim M =0, lim M
x—0~ x—0 x—0t x—0
el limite no existe y la funcién f(x) no es derivable en x = 0.

= 2, entonces

Definicion 3.0.2

Sean f, g funciones derivables en el punto x = a. Entonces,
1 f+gesderivable en el punto x =a
2 f-gesderivable en el punto x =a
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I 3 Sig'(a)#£0, g es derivable en el punto x = a.

Teorema 3.0.3

Sea f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b), f es
mondtona estrictamente creciente en [a, b].

Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f es monétona creciente en [a, b)].

Tenemos el mismo resultado para las funciones decrecientes.

» Ejemplo 3.2
Probar que la funcién f definida en toda la recta real por

fx)=er (x<0), f(x)=0 (x>0)

es derivable y decreciente en toda la recta real.

La funcién solo tiene problemas de derivabilidad en el punto x = O:

= lim
x—0~ x—0 x—0" X

£(07) = 1im LH =/ et

In(f'(07)) = lim In (6) = 1im (In(e+) — In(x))

x—0~ X x—0~
In(f'(07)) = lim L im In(x) = lim 1o
N x—=0" X  x—0~ N x—0" X N

por regla de I’Hopital para las funciones continuas y derivables en x = 0.

07— 1 FE=FO)

x—0t x—0

Entonces f es derivable en x = 0, y ademds f(0) = 0.

1
La derivada de f parax <Oes f'(x) = —%- <0 Vx < 0. Cuando x > 0, f'(x) = 0. Entonces f es
decreciente por todo x € R. "

Teorema 3.0.4
Sean f, g : [a,b] — R continuas. Si f y g son derivables en (a,b), f(a) < g(a)y f'(x) < g'(x)
para todo x € (a,b) entonces f(x) < g(x) para todo x € [a, b].

O bien considerar la diferencia h(x) = f(x) — g(x) y estudiar qué signo tiene, a través de /'(x).

» Ejemplo 3.3
Establecer la desigualdad sen(x) < x Vx € (0, 7).

Las funciones f(x) = sen(x) y g(x) = x son continuas en [a,b] y derivables en (a,b) por ser
polinomios. Vemos que g(a) > f(a) y las derivadas cumplen f'(x) < g'(x) Vx € [a,b]. Entonces,
b

a
sabemos que sen(x) < x Vx € (a,b). .

Derivada de un cociente
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Definicién 3.0.3
Sea f : R — R una funcién continua de la forma f(x) = ¥. La derivada de f(x) se calcula de la

siguiente forma:
df wu-dv—v-du

= 3.1
dx V2 @D
= Ejemplo 3.4
Halle la derivada de la siguiente funcién
3x?
i) = sen(x)

Aplicando la definicion:
_ 3x%cos(x) — 6xsen(x)

flx) =

cos?(x)

Regla de la cadena
Definicién 3.0.4 — Regla de la cadena.
Sean f:A — Ry g: B — R funciones continuas tales que f(A) C B. Si f es derivable en el
punto x = a y g es derivable en el punto x = f(a). Entonces go f es derivable en el punto x = a
3 d(go )
g (e)
(@) =¢g(f(a))-f'(a) (3.2)
X
= Ejemplo 3.5
Halle la derivada de la siguiente funcién.

f(x) = sen(cos(x))

Aplicando la definicién:

d(f)

i (x) = —cos(cos(x)) - sen(x)
|
Propiedades
Sean f y g dos funciones derivables:
Aditivo
(f+g)=r+¢ (3.3)
Producto
(f8)=rg+r-g (3.4)

Derivadas de orden superior

Sea f: A C R — R una funcién derivable en el conjunto A, es decir, f es derivable Vx € A. Entonces
se puede considerar la primera derivada f’ de f, donde Vx € A, f'(x) € R.

Si f es derivable en un punto a € A, se dice que f es dos veces derivable en a, y la derivada de
f'(a) se define por f”(a).

Por induccién se define una funcién n veces derivable en a € A : f ha de ser n — 1 veces deri-
vable en A y la funcién f (»=1) ha de ser derivable en a. La derivada n-ésima se define como

f)a) = (F1) (a).
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3.0.5 Convexidad/Concavidad

3.1

Definicion 3.0.5
Una funcién derivable f en un intervalo es convexa (resp. concava) cuando f” es una funcién
mondtona creciente (resp. decreciente).

Yy Y

5y

Figura 3.1: Funcién convexa ) L
Figura 3.2: Funcién céncava

Definicion 3.0.6
Se dird que f tiene un punto de inflexién en a cuando f sea convexa a la izquierda de a y
concava a la derecha (o al revés).

Definicién 3.0.7
Para que una funcién dos veces derivable en un intervalo sea convexa es necesario y suficiente
que f”(x) > 0 para todo x.

Sea f n veces derivable en a y tal que f'(a) = 0. Sea n > 2 el menor indice tale que £ (a) # 0.
Si n es par, f tiene un extremo relativo estricto en a.
— Minimo si f*(a) >0
— Miximo si f)(a) <0
Si n es impar, f no tiene extremo relativo en a. Si ademds f es n veces derivable alrededor de a y
£ es continua en a, entonces hay una inflexién en a.

= Ejemplo 3.6
Clasificar los puntos criticos de la funcién con derivada

flx)=e >3 —x)(x+1)>

Los puntos criticos ocurren cuando f'(c) =0 = 0=e"2°(3—c)(c+ 1), entonces c =3,0c = —1.
Consideramos el signo de la derivada de f a la izquierda y derecha de los puntos criticos. Cuando
x— 37, f'(x) >0y cuando x — 3%, f’(x) < 0. Por lo tanto, x = 3 es un méximo. Cuando x — —17,
f'(x) >0y cuando x — —17, f’(x) > 0. Por lo tanto, x = —1 es un punto de inflexién. .

Teorema de Fermat

Teorema 3.1.1 — Teorema de Fermat (condicion necesaria de extremo).
Sea I un intervalo abierto en R y sea f una funcién derivable en /. Suponemos que f tiene un
extremo en el punto x =a € [.

Entonces f'(a) =0
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Demostracion 3.1

Sea a € I un punto donde f(x) es derivable y tiene extremo: 36 >0: (a—8,a+ ) C I.
Demostramos que para un maximo f(a) > f(x) VxelIN(a—8,a+9d) |x—a| < 4.
Limites laterales, usando la definicidn de la derivada:

Si f(a) > f(x)VxelIN(a—8,a+0) = f(x)— f(a) <O0.
También, x — a™ = x—a > 0. Entonces,
M <0. (3.6)
x—a
f'(a) = lim fx) = fla) (3.7)
x—a~ X—a
Si f(a) > f(x)VxelIn(a—8,a+96) = f(x)— f(a) <O0.
También, x —+a~ = x—a < 0. Entonces,
M > 0. (3.8)
x—a
Entonces desde (3.6) y (3.8),
&)= fla) _ (3.9)
xX—a
Desde la definicion del limite,
f'(a) = lim f(xx:i:(“) (3.10)
Por lo tanto,
f(a)=0. 3.11)

Importante No basta que sea la derivada de f(x) igual a cero para ser un extremo.

» Ejemplo 3.7

Busque el extremo de la funcién f(x) = x> en el intervalo [—2,2].

La derivada de f(x) viene dada por f'(x) = 3x?, lo cual tiene valor cero cuando x = 0.
Pero no obstante, la funcién no tiene extremo cuando x = 0.

3.2 Teorema del valor intermedio

Teorema 3.2.1 — del valor intermedio..
Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] tal que f(a) < f(b). Entonces, para todo
M € (f(a),f(b)) se tiene que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =M.




3.3

72 Capitulo 3. Derivadas de funciones de una variable real

» Ejemplo 3.8
Demuestra que p(x) = 2x*> — 5x> — 10x + 5 tiene una raiz en el intervalo [—1,2].

En otras palabras queremos saber si p(x) = 0 en el intervalo dado, es decir 3 ¢ € [—1,2] tal que
p(c) = 0. Para resolver esto, podemos aplicar el teorema del valor intermedio.

Tenemos que confirmar que p(x) es continua, y demostrar que p(—1) < 0 < p(2). Vemos que p(x)
es un polinomio, entonces es continuo en todo R, y p(—1) =8 > 0 > —19 = p(2). Entonces por el
teorema, existe un punto ¢ € [—1,2] tal que p(c) = 0.

NO sabemos cual es el punto. "

= Ejemplo 3.9
Si posible, determine si f(x) = 20sen(x + 3)cos (%) tome los siguientes valores en el intervalo
0,5).

a. (f(x) =107

f(x) es una funcion continua, por ser suma de dos funciones continuas. Tenemos f(0) =
2,8224y f(5) = 19,7436. Vemos que f(0) < 10 < f(5), entonces por el teorema del valor
intermedio sabemos que existe un valor ¢ € [0,5] donde f(c) = 10.

b. if(x)=-10?
Vemos que —10 ¢ [0,5]. ;Qué nos dice el teorema, entonces?
NO nos dice que f(x) # —10 € [0,5]. Es posible que si. El teorema solo puede confirmar

que existe ¢ tal que f(c) = M en el intervalo, no puede decir que no existe.

Gréfica:

Teorema de Rolle
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Teorema 3.3.1 — Teorema de Rolle.
Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), donde f(a) = f(b). Entonces, existe
al menos un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.

= Ejemplo 3.10
Estudie la validez del teorema de Rolle en la siguiente funcién.

f(x):{xz’ 0<x<?2

6—x 2<x<6
f(x) es continua en el intervalo [0, 6], por ser un polinomio. El valor de la funcién en los extremos

del intervalo son iguales: f(0) = f(6) = 0. Para saber si f(x) es derivable en (a,b), miramos a los
limites laterales en el punto x = 2.

2 —\2 _
24 (27)2—4 0
i = Ii = lim ——————— = lim — = 4+
xir?* f(X) xir?’ x—2 xi%l* 2--2 xir?* 0- +
2 +\2 +
24 (2F)2—4 0
i = Ii = lim ————— = lim — = 4+
xirgr f(X) xirél x—2 xilgr 2t -2 xi%l* 0+ +

Los limites laterales no existen, entonces no existe el limite h’n% f(x), y la funcién f(x) no es
X—

derivable en el punto x = 2. Entonces, el teorema de Rolle no aplica. "

m Ejemplo 3.11
Demuestra que la funcién f(x) = 4x° + x> + 7x — 2 tiene exactamente una raiz real.

Un polinomio de grado 5 tendrd 5 raices. Aqui queremos demostrar que solo una es real, y las otras
son complejas.

Primero vemos que tiene al menos una raiz real, utilizando el teorema del valor intermedio. La fun-
cién es continua por ser polinomio, y si elegimos a = 0,b = 1 tenemos f(0) = —1 <0< 10 = f(1),
lo cual dice que Jc € [0, 1] tal que f(c) = 0, es decir, existe al menos una raiz.

Para demostrar que solo hay una raiz real, podemos usar una prueba por contradiccién. Asumimos
que f(x) tiene al menos dos raices reales, a y b, tales que f(a) = f(b) = 0. Si eso es cierto, entonces
por el teorema de Rolle 3¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Pero la derivada es f'(x) = 20x* + 3x? 47, estrictamente positiva por todo x. Esto es una contra-
diccién de antes, donde hemos dicho que existe ¢ tal que f'(c) = 0. Por lo tanto, lo que hemos
supuesto al principio no puede ser cierto. f(x) solo tiene una raiz real. "

Demostracion 3.2
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado y acotado (completo) [a,b], por el
teorema de Weierstrass f(x) obtiene maximo y minimo absolutos en el intervalo m < f(x) <
M Vx € [a,b].
Existen dos casos:
1. f(x) constante Vx € [a,b].
Es decir, f(x) = f(a) = f(b) Vx € [a,b], entonces f'(x) =0 Vx € [a,b].
2. f(x) no constante Vx € [a,b].
Por Weiestrass, la funcion f(x) obtiene max/min absolutos en (a,b), y por el teorema de
Fermat si f(x) es derivable en (a,b) y tiene extremo, entonces f’(c¢) = 0, donde x = ¢ es
un valor de x que da un extremo.
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3.4 Teorema del Valor Medio (Lagrange)

Teorema 3.4.1 — Teorema del valor medio (de Lagrange).
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Entonces,
existe al menos un ¢ € (a,b) tal que:

;f(a) (3.12)

Figura 3.3: Teorema del Valor Medio (Lagrange)

Demostracion 3.3
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Sea g(x) la
recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), con ecuacion:

f(b) = fla)

- (x—a) (3.13)

g(x) = f(a) +
(la ecuacion de una rectaes y — y; = m(x —xy))

Definimos una funcidn de la distancia entre las dos funciones:
h(x) = f(x) — g(x) (3.14)

Si la funcién h(x) satisfecha el teorema de Rolle, podemos deducir que existe al menos un

punto ¢ € (a,b) tal que h(x)" = 0. Para aplicar Rolle, la funcién tiene que ser continua en [a, b],
derivable en (a,b) y cumplir h(a) = h(b).

Continuidad: La funcién f(x) es continua en [a, b] por definicién. g(x) es un polinomio (a # b)
continua en [a, b], entonces /(x) es la diferencia entre dos funciones continuas y por lo
tanto es continua en [a, b] también.

Derivable: La funcién f(x) es derivable en (a,b) por definicién. g(x) es un polinomio (a # b)
derivable en (a,b), entonces h(x) es la diferencia entre dos funciones derivables y por lo
tanto es derivable en (a,b) también.

Intervalo: Tenemos,

(a—a) (3.16)
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h(a) =0 (3.17)
) = 1(6) ~ o) + L0 L0 ) a8
h(a) =0 (3.19)

Entonces h(a) = h(b), y por lo tanto h(x) satisfecha las condiciones del teorema de Rolle.
Por lo tanto 3¢ € (a,b) : ' (c) = 0.
Si ahora calculamos /'(x):

b) —
H(x) = £ — L4 ;_ £ (a) (3.20)
En el punto ¢, hemos demostrado que #'(c) =0
0=f(c)— f(b;_g(“) (3.21)
Entonces,
fl(e) = f(bl)):i: @) (3.22)
= Ejemplo 3.12

Determinar todos los valores ¢ que satisfacen el teorema del valor medio para la funcién f(x) =
x* +2x* — x en el intervalo [—1,2].

La funcién es continua y derivable en todo R por ser polinomio. La derivada es f'(x) = 3x? +4x — 1.
Utilizando el teorema del valor medio:

2)—f(—1
o = LA=AD
3t +4c—1= % =4
32 +4c—-5=0
Resolviendo la ecuacién, tenemos dos valores para ¢ :,c¢ = 0,7863,c = —2,1196. Vemos que solo
un valor estd dentro del intervalo. m

» Ejemplo 3.13
Suponemos que una funcién f(x) es continua y derivable en el intervalo [6, 15]. Si también sabemos
que f(6) = =2y f'(x) < 10, ;cudl es el mayor valor posible para f(15)?

El teorema del valor medio nos da f(15) = f(6) + f'(c)(15—6) = =2 +9f(c).

Sabemos que f’(x) < 10, entonces f’(c¢) < 10. Por lo tanto:

f(15) ==2+9f'(c)
< —2+9(10)
— 88,

El mayor valor posible para f(15) es 88. .

3.5 Teorema Generalizado del Valor Medio (Cauchy)
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Teorema 3.5.1 — Teorema generalizado del valor medio (Cauchy).
Sean fy g continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b)
tal que

(3.23)

Figura 3.4: Teorema del Valor Medio (Lagrange)

= Ejemplo 3.14
En una carrera de 100m, un corredor gané con la marca 9,63s. La media de su velocidad viene dada
por distancia total d(f;) — d(t;) dividido por tiempo total t, —t;:

d(l‘z)—d(l‘l) . 100—-0
Hh—t;  9,63—0

= 10,384m/s

El teorema del valor medio f'(c) = W dice que existe un momento ¢ € (a,b) cuando el
corredor estaba corriendo con velocidad 10.384m/s.

Otro corredor en la carrera acabé con la marca 11,99s, lo cual es 11,99 = 1,245-9,63. Es decir, el
primer corredor acabo con velocidad 1.245 veces la del segundo corredor. El teorema generalizado

del valor medio:

nos dice que existe un punto en el intervalo cuando el primer corredor estaba corriendo con la
velocidad 1.245 veces la del segundo corredor. "

Demostracion 3.4
Sean f y g continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Definimos una ecuacién auxiliar A (x) =
f(x)+Ag(x) donde A € R, y h(a) = h(b). Entonces,

f(a)+Ag(a) = f(b)+Ag(b) (3.24)
__f(B) = fla)
P ) sta) 02
Entonces desde la definicién de h(x):
) = 1)~ LD =1 (.20
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La funcién A(x) es continua en [a,b] por ser una combinacién de dos funciones continuas, y es
derivable en (a,b) por el mismo razonamiento. Vemos que h(a) = h(b), entonces por el teorema

de Rolle 3¢ € (a,b) : '(c) =0.Si k' (x) = f'(x) — {;EZ;:g((z))g/(x), y ' (c)=0:

g(c) (3.27)

Entonces,

= (3.28)

Nota Si g(x) = x, tenemos el teorema del valor medio de Lagrange.

Regla de L’'Hopital

Definicion 3.6.1
Sean f y g funciones derivables en el punto a. Entonces:

© S0

Iim —= im

x—a g(x) x—ag(x) g(x) #0

= Ejemplo 3.15
Resuelve el siguiente limite.

L1
Iim x>
X—yo0

1
L= 1im xx
X—$00

1
InL = lim In(x~)
X—00

InL — Tim 1)
X—oo X
Inl = ®

Indeterminacion. Por ser funciones derivable cuando x — oo, Aplicamos L’ Hdpital:

1
InL = lim *
x—oo |
InL=0
L:

Demostracion 3.5

3.7 Derivadas Utiles

3.7.1

Trigonométricas

f(x) = sen(x) f'(x) = cos(x) (3.29)
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£(x) = cos(x)
£(x) = tan(x)

f(x) = —sen(x)
£(0) = sec(x)
f'(x) = —csc(x)cos(x)
f'(x) = sec(x)tan(x)
f'(x) = —esc?(x)

(3.30)
(3.31)
(3.32)
(3.33)
(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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3.8 Problemas

1.

10.

11.

12.

13.

(Son las siguientes funciones derivables?
a.
x%, si x<0
2x+1 si x>0
Estudie la derivabilidad de f en x = 0y, si es posible, calcule la derivada de f en dicho punto.

)= {e"—zl six>0

xe ™ six<0

. Estudie la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones

a. f(x)=|x| b.
) = {—x six<0

22 six>0

Demuestre que la funcién f(x) = x> es derivable en R con derivada f'(x) = 2x.
Hallar el punto en que y = |x+ 2| no tiene derivada. Justificar el resultado representando su
gréfica.

. Confirme que la siguiente ecuacion satisfecha el teorema de Rolle en el intervalo [0,2], y

busque ¢ € [0,2] : f'(c) =0.
flx) =x*+2x

Estudie la validez del teorema de Rolle de:

) = {xZ, si0<x<2

6—xs12<x<6

. Halle el valor de ¢ para las siguientes funciones, cuando f’(c) = 0.

a. f(x)=x>—4x+1len(-2,2).

b. f(x)=x>—3xen(-1,2).
Determine todos los valores de ¢ para que las siguientes funciones satisfacen el teorema de
Rolle

a. f(x)=x>—4x*>+3en|0,4],

b. g(z) =1—¢"%en[-3,3].
Determine todos los valores de ¢ para que las siguientes funciones satisfacen el teorema del
valor medio

a. g(t)=22+1>+7t—len|[l,6),

b. h(y) =9y—8sen(}) en [-3,—1].
Suponemos que f(x) es continua y derivable en el intervalo [—3,4], que f(—3) =7y que
f'(x) < —17. (Cuél es el valor mds grande posible para f(4)?
Halla las derivadas de las siguientes funciones utilizando la regla de la cadena

sen(3x°) c. fx)
In(cos(x)) d. f(x)

cos(3%)
tan(In(x))

a. f(x)
b. £(x)

Resuelve las siguientes limites. (L’Hopital)
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1 2
- H 1 X
a. limx ) —sen(s) d. lim 7()“; )f
xcos(x) — sen(x ==l
i T
b. )lcl_% 3 e. lim(1 —x)tan(—x)
_ex + 5 x—1 . 2
C am-5 5 f. )lcl'_r>r]1x(1—e§)
14. Calcule la derivada de las siguientes funciones
a. f(x) = cos(cos(cos(x)))
b. f(x) = x*e*In(x)
_ x?
c. f(x) T cos(3x2+2)
15. Clasificar los puntos criticos de la funcién con derivada
F1x) = e 2B —x)(x+1)2
16. Si g(x) es continua en R — {2} con derivada g'(x) = %, clasificar sus puntos criticos
17. Clasificar los puntos criticos de la funcién f(x) = %xs —3x° y clasificar sus intervalos de
convexidad/concavidad.
18. Establecer la desigualdad sen(x) < x Vx € (0, ).
19. Probar que la funcién f definida en toda la recta real por
flx) =€ (x<0), f(x)=0 (x=0)
es derivable y decreciente en toda la recta real.
20. Establecer la desigualdad e* > %ﬂ (x>0).
h) —
21. Usando le definicién de la derivada }lll’n(l) f(x—l—})lf(x) demuestra:
—
a. d%x =1.
b. Lk=0. keR.
c. d%x” =nx" 1,
22. Establecer la desigualdad =5 <ran~'(x) 0<x<3.

1422
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(4. Integracion

4.1 Cdlculo de integrales

Definicion 4.1.1 — Primitiva.
Dada una funcién f: I C R — R, se dice que que F : I — R es una primitiva de f en/si F es
derivable en I y F’'(x) = f(x) para todo x € I.

x) = /f(x)dx

4.1.1 Integrales inmediatas
Algunas integrales se pueden resolver directamente, segiin su forma.

Constantes Trigonométricas
/ cdx =cx 2 2
/ sec” (x)dx=tan(x), / csc”(x)dx = —cot(x)
Polinomios .
Exponenciales
xa+1
/ v = / F()e! D = /)
Trigonométricas Cocientes
. f "(x)
/ F(x) cos(f(x))dx = sin( f£(x)) = log(|f(x)])
Nota:
() = 1 see) = - cot(x) =
= = Ccol\x) =
e sen(x) ek cos(x)’ tan(x)
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Trigonométricas Inversas

F 1 () £1)
a2+f<x>2d’“_a“mg< a ) / JZ ) @~ f(x)

a

4.1.2 Propiedad de Linealidad

413

Definicion 4.1.2 — Linealidad.
Dadas las funciones f y g de una variable real x, si ¢ € R se cumplen:

[+ gtnar= [ rder [gwds
/cf(x)dx: c/f(x)dx

Demostracion 4.1 Suponemos que F(x) es una primitiva de f(x), y G(x) es un primitiva de

8(x).
=
Fix)=fx) vy Gx)=gx)
Desde las propiedades de las derivadas, tenemos:
(F(x)+G(x))' = F'(x) + G'(x) @.1)
(F(x) +G(x)) = f(x) +8(x) 4.2)

Entonces F (x) + G(x) es una primitiva de f(x) + g(x).

Es decir,
[ )+ g)dx = F(x) + G(x) “3)
J @ +gendx= [ f@ds+ [s@ds @4
» Ejemplo 4.1 = Ejemplo 4.2

/(x+x2)dx: /xdx+/x2dx /(3ex)dx: 3/exdx

1 1
/(x+x2)dx = Exz + §x3 /(3ex)dx =3¢"

Integracion por partes

Definicion 4.1.3 — Integracion por partes.
Dadas las funciones f y g de una variable real x, se cumple:

1@ 0= 1)~ [ FWetds

dx=arcsen <f(x)> ﬂdx =arccos (

f(x)

a

)
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m Ejemplo 4.3
t
/(3t +5)cos (Z) dt
Definimos
t
u=73t+5 dv:cos<1)dt
t
du = 3dt y = 4sin <7>
4
Entonces,

/(3t+5)cos (%) dt = 4(3t +5)sin (2) - 12/sin (%) di

s sn (451505 s 51

4.2 Técnicas Comunes
4.2.1 Fracciones Parciales

P(x)
0(x)

del polinomio P(x). Descomponemos la fraccion en fracciones parciales e integramos el resultado,
segun la siguiente tabla.

Integrales de la forma [

dx donde el orden del polinomio Q(x) es més grande que el orden

Factor en Q(X) Término en la descomposicién
A
ax+b
ax+b
) Ax+B
ax“+bx+c —
ax=+bx+c
(ax+b)* 41 + = —l—w—i—L
ax+b  (ax+Db)? (ax+Db)*
Aix+ By Akx—i—Bk
24 p k e R
(ax”+bx+c) ax’> +bx+c (ax* +bx+c)*

s Ejemplo 4.4
/ 7x2 +13x
—————dx
(x—1)(x2+4)

Descomponer fraccion: 7x> + 13x = A(x> +4) + (Bx +C)(x—1) — six=1,A=4.Six =0,
4A-C=0 - C=16.Six=—-1,-6=5A+2B—-2C — B=3.

/ 7x> + 13x J / 4 +3x+l6d
— 5 ~adx= | —— +—F——dx
(x—1)(x*>+4) x—1 x>+4

/ 4 n 3x n 16 J
= x
x—1 x244 x*+4

3
=4lnlx—1|+ Eln(x2 +4) +8tan™! (g) +D




86 Capitulo 4. Integracion

4.2.2 Substituciones Trigonométricas
Si la integral incluye la siguiente raiz, aplica la sustitucién dada:

Va2 —b2x? = x= §{send b’x? —a> = x= §secO @ +b*x? = x= {tanf
cos*0 = 1 — sen*0 tan*0 = sec?0 — 1 sec’0 = 1 +tan*0
= Ejemplo 4.5
X2 4sen’t
= 2costdt (x = 2sent dx = 2costdt
/\/4—x2 /\/4—4sen2t ( )
8sen’tcost
- 2cost
= / dsen’tdt
= 2/(1 —cos2t)dt (cos2t = 1 — 2sen’t)
=2t —sen2t+C
=2t — 2sentcost +C
2 2
= 2arcsen (g) —xy\/1— % +C (x: 2sent — cost =/ 1 — 2)
[ |
= Ejemplo 4.6

Resolver la integral
/x3 (3x% — 4)%dx

Utilizamos la sustitucion del tipo v/b%x2 — a2, x = 4sec(t) con la identidad ran’t = sec’t — 1.
Six= %sec(t) = dx= ﬁsec( )tan(t)dt

= /x3(3x2—4)%dx: /25 (\%)3sec3(t)tan5(t)jgsec(t)tan(t)dt

512
=5 sec* (t)tan®(t)dt
512
=5 (tan®(¢) 4 1)sec? (t)tan®(t)dt
Si utilizamos el cambio u = tan(t), du = sec®(t)dt
512 1,5 .
u”+1)udu
| == e+
512 1
=5 {9tan9( )—|—7tan7(t)] +C
Para deshacer el cambio: x = %sec(t). Sabemos que secante = }Zgy”at o (pintar el triangulo).
Podemos reemplazar tan(r) utilizando tangente = 5P Entonces tan(t) = 34
yacente* 2

2 P
2 7 2

9 7
; 512 1 3x2—4 1 3x2—4
. [0 2\ L(VREA (VR
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Productos y fracciones trigonométricas

For [ sen"xcos™xdx we have the following:

1. n impar. Sacar un seno, y convertir el res-
to a coseno. Aplica sustituciéon u =
cos(x).

2. m impar. Sacar un coseno, y convertir el
resto a seno. Aplica sustitucién u =
sen(x).

3.ny mimpar. Aplical.o?2.

4.ny m par. Aplica transformaciones de
doble o mitad angulo para reducir la
integral.

= Ejemplo 4.7

/ sen’xcos*xdx = / senxsen*xcos*xdx
_ 2 2
= [ senx(1 — cosx)cos xdx

= /—(1 —u?)uPdu (u= cosx du= —senxdx)

1y 15
—= = c
3u + Su +
! cosxt seos’x1C
= —=cos'x+ —cos’x
3 5
n
s Ejemplo 4.9
Algunos fracciones también...
/ sen’ X, / sen” xsenx
cos3x N c0s3x

/ sen® x senx
cos3x

For [tan"xsec™xdx we have the following:

1. nimpar. Sacar un tangente y un secan-
te, y convertir el resto a secante con
tan*x = sec’x — 1. Aplica sustitucién
u = sec(x).

2. m par. Sacar 2 secantes y convertir el
resto a tangentes con sec’(x) = 1 +
tan®(x). Aplica sustitucién u = tan(x).

3. n impar m par. Aplica 1.0 2.

4. n par m impar. Cada integral se trata dis-
tinto.

= Ejemplo 4.8

/ tan’xsec>xdx = / tan’xsec*xtanxsecxdx
= / (sec’x — 1)sec*xtanxsecxdx

= /(u2 —Du*du (u=secx du = tanxsecxdx)

1 1
= ?secjx — gsecsx +C

senx

/ (1— cos> x
a cos3x

X

(1—
— /—ug)du (u = cosx du= —senx)

1_22 4
[,
u

1 1
= Esec2 +2In|cos(x)| — Ecos2x—|—C

Integrales Definidas
Definicion 4.3.1

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Representamos por G(f,a,b) la region entre y = f(x),

el eje de abscisas y lasrectasx =a y x = b.
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Figura 4.1: Integral Definida

El objetivo es calcular el drea de la regiéon G(f,a,b). La idea de la integral es de dividir la regién
en regiones simples, de las cuales es fécil calcular su 4rea, y sumar.

4.3.1 Integral de Riemann

La aproximacidn de una integral por la suma finita de regiones simples se puede conseguir usando
sumas de Riemann.

Definicién 4.3.2 — Suma de Riemann.
Sea P = {a = x¢,x1,X2,...,Xy—1,X;, = b} una particién del intervalo compacto [a,b], y elijamos
un punto #; € [xx_1,X;] en cada uno de los intervalos de la misma. El nimero:

o(f,P) = Li—y [ () (ox — xp—1)

se llama una suma de Riemann de f para la particién P.

La norma infinita de la particién P es:
[|P||c = max{Axj,Axy,...,Ax, }
Denotaremos por #[a,b] al conjunto de todas las particiones de [a,b].
Los puntos #; en la formulacién de la suma de Riemann cambian su valor. Si escogemos los

extremos de los sub-intervalos de la particion de [, b], acabamos con la suma inferior y suma
superior de Riemann.

1 F 3 4 5 1 2 B 2 5

Figura 4.2: Suma inferior y superior de Riemann

Definicién 4.3.3
Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y sea P € [a,b] con P = {a = x¢,X,X2, ..., Xpn—1,X, = b}.
Sean

Mj = sup f[xp—1,x]
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my = inf fxp—1,x].

Las sumas: . .
Z = X~ 1 Z — Xj— 1

se llaman, respecitvamente, suma superior y suma inferior de Riemann de f para la particion
P.

También existen los métodos:

Suma de Riemann por la derecha: Donde ¢, = x; Vk.

Suma de Riemann por la izquierda: Donde 1, = x;,_ Vk.

Suma de Riemann por la media: Donde 7, = x”% Vk.

= Ejemplo 4.10

(Cuél es la norma de la particiéon P = {—5,—4,3,-3,2,—-2,3,—1,8,—1}?

Axy=—-43—-5 Apy=-32——43 Ax3=-23—-32 Ay=-18——2-3 Axs=-1—-1,8
=0,7 =1,1 =09 =0,5 =0,8

1Pl[=1,1

= Ejemplo 4.11

Aproximar / (16 — x*)dx con la suma de Riemann a la derecha.
Deﬁnolapart1c1onP {-1,0,1,2,3,4}, donde Ax; = {1,1,1,1,1} y, = {0,1,2,3,4}.
Sif()= 16—  —  f(0)=16,£(1) = 15.£(2) = 12, f(3) = 7./(4) =

Entonces,
n
=) ft) (i —x1)
k=1
o(f,P)=16+15+12+7+0
o(f,P)=50
|
» Ejemplo 4.12

4
Aproximar / (16 — x*)dx con la suma superior de Riemann.
1

Defino la pa;ticién P={-1,0,1,2,3,4}, donde Ax; = {1,1,1,1,1}. Para la suma superior de
Riemann, My = sup f[xg_1,xx].

Primero, en k = 1 : [—1,0], vemos que la funcién es creciente. Entonces t; = x; = 0.

Para k =2,...,5. tenemos f(x) creciente en [0,4], entonces #;, = x;_1 k = 2,3,4,5. Por lo tanto
t;=40,0,1,2,3}.

Calculamos Mj = f () y resolvemos la suma de Riemann:

Entonces,

U(f,P) :;Mk(xk_xkl)

U(f,P)=16+16+15+12+7
U(f,P)=
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Nota: Para cada P € & y cada funcion f, es claro que L(f,P) < U(f,p).

Definicion 4.3.4 — Integral de Riemann.
Sea f : [a,b] — R una funcién acotada, y sea C; un punto en el intervalo [x;_1,x;] con tamafio
Ax; de una particion P € &7. Si el limite de la suma de Riemann

existe, denotaremos este limite por
b
/ f(x)dx
a

y lo llamaremos la integral de Riemann de f entre a y b. En este caso, f es integrable Riemann.

Desde esta definicién, vemos que una funcién f es integrable Riemann si y solo si el limite de
la suma de Riemann superior e inferior son iguales.

lim L(f,P)= lim U(f,P
fm (f,P) i, (f,P)

Axj—

y el valor de este limite es el valor del limite.

Al conjunto de todas las funciones integrables Riemann en un intervalo [a, b] se le denotard Z|[a,b].
Desde esta definicion tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1
Sea f: [a,b] — R acotada. Entonces, f € Z|a,b] siy sélo si existe una sucesion {P, }, C P|[a,b]
tal que lim [U(f,P,) — L(f,P,)] = 0.

n—oo

Ademds, en ese caso, se cumple también que:

b
| #@dx=lim U(7,P) = lim L(f, ). 4.5)

Nota
En la practica, se suele tomar P, € Z|a, b| la particion del intervalo [a,b] en n partes iguales, es

k
decir, P, = {a—l—;(b—a) : k=0,1,...,n}.
Formulas de Faulhaber

"o p(n4-1) ”l_z:n(n+1)(2n+l) ”l_3_ n(n+1) 2
: ) 2= (")

1=
1 2 i=1 6

1

= Ejemplo 4.13

4
Calcular / (16 — x*)dx con la integral Riemann.
-1

Definimos la particiéon P = {a + iAx} con Ax = b%“ = % Entonces,

/4 (16 —x*)dx = lim Z 16— (—1+ ﬁ)2 >
-1 _nﬂooi:l n n
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75 500 12542
/(16 x)dx—hmZ— TR

n—yeo ! n? n3

4 S0 125
/U6meJmﬁ+ZZh_—Zz

/4(16 x)dx_hm75+50<( 1>> 125( (n+1)(2n+1)>

_1 n—soo 2 n3 6

4 1 125 3 1
/(16 x)dx—11m75+25(1+ ) s (2+n+r12>

—1 n—oo

4
16 — x? dx—75—|—25—g—583
( 3
-1

Integrabilidad

= Ejemplo 4.14
La funcién f = 1 es integrable Riemann en [0,1],y [ f ldx=1.

Para demostrar esto, sea P = {I},l5,...,I,} una particién de [0, 1] con extremos {0,xy,...,x,—1,1}.
Si f es constante, My = sup flxx_1,x] = l,my = inf fx;_1,x¢,] = 1, Vk =1,...,n. Entonces

U(f,P) =L(f,P)=Yj_ 1 Xk — Xs—1 = Xn—Xo = L.

Si la suma inferior y superior de Riemann son iguales, la funcién es integrable Riemann y tiene
valor [*1dx = 1. .

Definicion 4.3.5 — Condiciones suficientes de integrabilidad de Riemann.

i.) Si f es mondtona en [a,b], es integrable.
ii.) Si f es continua en [a, D], es integrable.

» Ejemplo 4.15
Define f: [0,1] — R por

1 .

= si 0<x<1
X)) = X - ’
@) {0 si x=0.

Si consideremos la particion P como 0 < x; < ... < x,—1 < 1 del intervalo [0, 1], entonces

SUP(g ,1 f = .
La suma superior de Riemann no esta bien definida porque la funcién f no estd acotada, entonces
la integral [ f %dx no es integrable Riemann. "

Proposition 4.3.1
Si f estd acotada en [a,b] y tiene un nimero finito de discontinuidades en [a, b], es integrable.

m Ejemplo 4.16

Calcular f02 f(x)dx de la funcion:

Flx) = { == 4.6)
<X
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La funci6n no es continua en el intervalo [0, 2], por tener una discontinuidad de salta finito en x = 1
con tamafio 1. (Iimite izq es 1, der es 2).

Aun asi consideremos la particiéon P de [0,2] de tamafio Ax = % La suma por la media es
2 n
O(fP) =Xl f(C)A = E 134X, ,02F donde i if=nf Thogh=i(n-5).

Los indices de la sumas vienende ¢; € [0,1]i=1,...,5, y¢ € (1,2] i=1+5,...,n

Entonces o (f,P) = %% +2 (n — %) = 3. Cuando tomamos limites n — 0 (0 bien Ax — 0), lima,—00 (f,P) =
3. Por lo tanto, el limite ex1ste y la funcién f(x) es integrable Riemann. "

= Ejemplo 4.17
Calcular fol f(x)dx donde

fx) = 7

1 xeQnlo,1]

0 x€]0,1]y esirracional
Esta funcidn tiene infinitas discontinuidades es el intervalo [0, 1]. Demostramos que no es integrable
Riemann. Tomamos la particién P con tamaiio Ax. Cada subintervalo x; — x;_; contiene nimeros
racionales e irracionales. Por lo tanto, el minimo de f en cada subintervalo seria 0, y el maximo
serfa 1. Calculando sumas superiores e inferiores de Riemann: L(f,P) =Y mAx,U(f,P) = Y MAx,
— L(f,P) =0,U(f,P)= 1. Entonces, los limites de las sumas inferiores y superiores son distintos,
por lo tanto la funcién no es integrable Riemann. "

Definicion 4.3.6
Sea f : [a,b] — R una funcién acotada, f € Z[a,b] con f(x) > 0 Vx € [a,b]. Consideremos
el conjunto S := {(x,y) € R?>:a <x < b, 0 <y < f(x)}. Se define el drea de S como A(S) =

Ji f(x)dx
: . ) b
Si fuese f(x) < 0 Vx € [a,b], entonces el drea seria A(S) = — [, f(x)dx

4.3.3 Propiedades
Definicion 4.3.7 — Linealidad.
Si f, g son integrables en [a,b] y &, son ndmeros reales, se verifica que la funcién o f + g
también es integrable en [a,b] y

[ @)+ g = [Cagwacs [ Bt

a

Demostracion 4.2
Desde la definicion de la integral definida, tenemos

[ (rte)+ B = Jim ¥ () + Bt @8)

donde x* es la particién del dominio de la funcién

/ab( f(x)+ Bg(x))dx = hm <i )Ax+i/3g(xf)Ax> (4.9)
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porque las dos sumas son convergentes

/ab( f(x) +Bg(x) :lezn: ;)Ax+ lim Zﬁg (4.10)

porque son limites convergentes. Entonces, por definicion:

/%(af(@—%Bg(ﬂ)dx:iébaf(@dx+iéhﬁg(@dk @11

a

Definicién 4.3.8 — Monotonia de la Integral.
Si f, g son integrables en [a,b] y f(x) < g(x) para todo x € [a, b], entonces:

[ 1= [a

Definicion 4.3.9 — Aditividad respecto del intervalo.
Sea a < ¢ < b. Una funcién f es integrable en [a, ] si, y s6lo si, es integrable en [a,c] y en [c,b],
en cuyo caso se verifica la igualdad:

A@@W_L?@M+A?@w

4.4 Teorema Fundamental del Cdlculo

Teorema 4.4.1 — El teorema Fundamental del Cdlculo. Dada una funcién integrable
f:|a,b] = R, podemos definir una nueva funcién F : [a,b] — R por:
X
— [ s
a
para todo x € [a, b]. Entonces:
i.) F es continua en [a,b],
ii.) F es derivable en (a,b),
iii.) F'(x) = f(x) paratodo x € (a,b).
= Ejemplo 4.18
* o1
Busca la derivada de g(x) = /1 PR ldt
Usando el teorema:
/(x) = b
EW =B

Cuando los limites de la integral no son de un constante y x, hay que hacer un cambio del orden o
3

X
usar la regla de la cadena. Por ejemplo i / sintdt.
XJo

X
Vamos a definir F(x) = / sinzdt, entonces seglin el teorema F’(x) = sinx. Usando la definicién
0

3

de F, tenemos F(x?) :/ sinzdt, y que — =7 / sinzdt.
0 x

Usando la regla de la cadena:
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d /x3 : 1(.3 d 3
— [ sintdt = F'(x) - —(x”)
LZC 0x3 dx
d—/ sinzdr = sin(x’) - 3x%.
XJO

m Ejemplo 4.19

Busca la derivada de F(x) = /
1

Jx

Deja que u(x) = /x

u(x)
F(x)= / sinzdt
1

= Ejemplo 4.20
2x

sintdt Busca la derivada de F(x) = / rdt

X
Separamos en dos integrales:

0 2x
F(x):/ t3dt+/ rdt
X 0

X 2x
Usando el teorema, y la regla de la cadena F(x)=— /o rdi+ /0 rdt
F(x) = sin(u(x) 2 =0+ [ v
dx 0
sin(y/x) u(x)
F'(x) = ' — _ 3
(x) NG Si u(x) = 2x, defino G(x) /0 rdt.
d(2
"  Entonces G'(x) = (2x)3ﬂ
dx
=
F'(x) = 15x°
|
Demostracion 4.3 — El teorema Fundamental del Cdiculo.
Por definicién: F N
F'(c) = lim Fleth) =Fle) (4.12)
h—0
Sea h > 0, entonces
c+h
Flc--h)— Fic) = / F()dt (4.13)
@
Se define m,M como
m=inf{f(x)|c <x<c+h} (4.14)
M =sup{f(x)|lc<x<c+h} (4.15)

Por ser integrable Riemann, f(x

) estd acotada en [a, b], entonces por Weierstrass m < f(x) < M.

b
Integrando en el intervalo [ f mdx < | f fx)dx< [ ab Mdx llegamos a m(b —a) < / fx)dx <
a

M(b—a) Vxé€la,b].
Entonces,

Por lo tanto,

c+h
= / F(0)dt < Mh (4.16)

m< WY oy 4.17)
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Ahora, sea h < 0, entonces sean
m* =if{f(x)|c+h<x<c} (4.18)
M* =sup{f(x)|lc+h<x<c} (4.19)
Tenemos que
C
m(~h) < [ p@)dr < (-h) 420)
c+h
c+h c
Como F(c+h)—F(c)= / F()dt = — / F(t)dt
c c+h
Entonces,
M'h<F(c+h)—F(c) <m*h 4.21)
h < 0, entonces
m* < w < M* 4.22)
f continua en ¢, = Ilqirr(l)m*,M*,m,M = f(c)
—
Desde (4.17)(4.22)=
F —F
F(e) = 1im FEEM =F) _ gy (4.23)
h—0 h

4.5 El teorema del valor medio para integrales

[a,b], existe ¢ € [a,b] tal que:

Teorema 4.5.1 — Teorema del valor medio (integrales). Sea f una funcién continua en

1 b
7(0) = 5= | fwyax 424)
Significado
A 1 Lansbuion i clic b o b
ol !
‘ o=
v

Una funcidn definida en un intervalo cerrado alcance su valor medio en algiin punto

dentro del intervalo
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Demostracion 4.4 Dada que f es continua en [a, b], entonces f obtiene su maximo y minimo
en [a,b). (Weierstrass)
=

Jcedelab] . flc)=m, f(d)=M tal que:

c)
m< f(x) <M VxE€ la,b]
Integrando:

b b b
/ma’xg/ f(x)de/de Vx € [a,b] (4.25)

b b
Se puede integrar porque si f(x) < g(x) Vx € [a,b], entonces / fx)dx < / g(x)dx
a a

Entonces, ,
2 @) < / Fdx<M(b—a) Vx€ [a,b] (4.26)

1 b
f0) =m < 5— ["f)dx <M = f(a) @27)
. I
Definimos K = m/a f(x)dxy G(x) = f(x) — K.

Aplicamos el teorema de Bolzano:

Si tenemos c¢,d € [a, b]

G(c)=f(c)—K (4.28)
Gle)=m—K<0 4.29)
G(d) >0 (4.30)

Si G(c) o G(d) es igual a cero, entonces = m =k

b
10 = 5 [ s @31)

Si G(c) # 0y G(d) # 0, entonces G(c) <0y G(d) > 0.

G(x) es el resto de la funcion continua y un constante, lo cual significa que G(x) también es
continua en [a, b|.

Entonces por Bolzano, 3 o € [a,b] : G(at) =0
=
fla)—K=0 (4.32)

1

b
fla)=-— / F(x)dx (4.33)

= Ejemplo 4.21
Busca el valor medio de la funcién f(x) = 8 — 2x en el intervalo [0,4], y identificar el valor de c tal
que f(c) es igual al valor medio en [0,4].
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Usando el teorema:

4
fle)=4
Entonces
8—2c=4
c=2

4.6 Regla de Barrow

Teorema 4.6.1 — Regla de Barrow. Sea f una funcién continua en [a,b] y F una primitiva de
f, entonces

/ ’ tdx = F(b) - F(a) (4.34)

X
Demostracion 4.5 Por el teorema del calculo, sabemos que G(x) = / fdx es una primitiva de
a

f, entonces
G'(x) = f(x) (4.35)
Por hipétesis, F también es una primitiva de f: F'(x) = f(x).

Sabemos que dos primitivas de la misma funcidén se diferencian, a lo sumo, en una constante. Es

decir,
G(x)=F(x)+c (4.36)
Si evaluamos x = a
=
G(a) =F(a)+c 4.37)
Pero G(a) = afdx =0
= a
0=F(a)+c (4.38)
c=—F(a) (4.39)

Entonces tenemos G(x) = F (x) — F(a)
Evaluamos enx = b
=
G(b) =F(b)—F(a) (4.40)

b
Tenemos G(b) = / fdx
- a
fdx=F(b)—F(a) (4.41)
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4.7 Cambio de variables

Teorema 4.7.1 — Cambio de variables. Sea ¢ : [a,b] — R derivable en (a,b) con ¢’ € Z|a,b]
y sea f : ¢([a,b]) — R continua en ¢([a,b]). Entonces

b @ (b)
| r@dx= [ ppe)e/ @), @42
a (a)

Cambios de variable tipicos:

/F(ax+b)dx = Cll/F(u)du, donde u =ax+b
/F(m)dx: 2/u‘F(u)du, donde u = Vax+b
/F(m)dx: Z/u”_l -F(u)du, donde u=+</ax+b

/F(m)dx = a/F(a -cos(u))du, donde u=a-sin(u)

1 rF
/F(e‘”‘)dx = ;/ (Mu) du, donde u =™

/F(ln(x))dx = /e”F(u)du, donde u = In(x)

» Ejemplo 4.22
Resolver la integral

4 x
/ dx
0 vV2x+1

t—1

Defino ¢ = 2x+1y d¢ = 2dx. Entonces x = 5, dx = % Los limites nuevos son @ (0) = 1,¢(4) =
9. La integral se cambia a:

fox ’ 2
di= [ —Z_aq
/()\/Zx—l—lx /12\/69"

4 x 1 Peo—1
| :f/ T a

/()\/72x+1x Nt

1[2

/4 * g 5.9 %}
X a2
o Vil T gz e

9

1

4 x 10
/ dx = —.
0 vV2x+1 3

4.8 Integrales definidas por partes

Teorema 4.8.1 — Integracion por partes. Sean f,g : [a,b] — R derivable en (a,b) con
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f',¢ € #|a,b]. Entonces,

- /abg(x)f’(x)dx. (4.43)

= Ejemplo 4.23

4.9 Integrales impropias

4.9.1 Limites de integracion infinitos
Definicion 4.9.1 — Integrales Impropias.
La integral impropia de una funcién f : [a,b] — R integrable en [a, b] es la integral donde a, b
0 ambos tienden a £oo, y se calcule por el limite de la regla de Barrow.

/ f(x)dx = lim ’ [ rdx = lim (F(6) = F(@). (4.44)
/7 fl)dx= lim ab f@dx=tim (F(b)~ F(a)). (4.45)
/:of(x)dx = /_:f(x)dx—i—/cwf(x)dx (4.46)

donde ¢ € R.

En el caso de que existan los limites y sean finitos, se dice que la integral impropia converge y
tiene como valor dicho limite. En el caso de que no existan o sean infinitos, se dice que diverge.

» Ejemplo 4.24
Calcular f:oxe*xzdx.

“ 7X2 0 7.X,'2 ~ 7)C2
xe Y dx= xe "t dx+ xe " dx
. 0

—oo

oo 0 !
_ 42 . _ .2 . 42
/ xe Y dx= lim xe Y dx+1im | xe ¥ dx

—r—o0 t 1—ro0 0
i —1 -1 t
/ xe X dx= lim [—e*xz} +hm{ *xz]
o t——oco | 2 t—oo | 2 0
* -1 1
x? dx=—+-=0.
/_er X = 2 + )

La integral converge y tiene valor 0.

» Ejemplo 4.25
Estudiar la convergencia de la integral [ x%dx conc € R.

Enelcasoc#1,

/ “dx=lim | xdx= lim [ ] —= lim [ L 1} ,
1oxe b—eo J1 b—eo L—c+ 111 b 1 —c Lbe!

Entonces, si ¢ > 1, tenemos que ¢ — 1 > 0, con lo que L. — 0 cuando b — co:

| 1
/ —dx = sic>1.
1 x€ c—1
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la integral converge.

Si ¢ < 1, tenemos que ¢ — 1 < 0, con lo que .

5T — oo cuando b — oo:

il |
/ ;dx:oo sic<1.
1

la integral diverge.
Cuando ¢ = 1, tenemos:

o 1 ) b
/] —dx = lim {ln(x)]

b—yoo 1

X
> 1
/ —dx =
1 X
la integral diverge. "

Condicién de convergencia
Definicion 4.9.2 — Limites infinitos - Condicién de convergencia.
Para que la integral [~ f(x)dx sea convergente, es necesario tener lim f(x) = 0.

X—>00
Integrandos infinitos
Sea f(x) continua en [a,b) y que lfIZl f(x) = oo (0 —o0). Entonces se define la integral impropia:
X—b~

b t
/ f(x)dx = 11’1}171 f(x)dx (4.47)

Si dicho limite existe y es finito, se dice que la integral impropia es convergente y su valor es dicho
limite.

Andlogamente, Sea f(x) continua en (a,b] y que lim f (x) = oo (0 —o0). Entonces se define la
X—a

integral impropia:

/b f(x)dx = lim bf(x)dx (4.48)

t—at Jt
Sea f(x) continua en [a,b], excepto en un punto ¢ € (a,b) y tal que lim|f(x)| = o-. Entonces se
X—C

define la integral:
b c b
/ Flx)dx = / F(x)dx+ / F(x)dx. (4.49)

» Ejemplo 4.26
Resolver la integral

31
dx
/0 vV3—x
La funcidn tiene un asintota vertical en el punto x = 3, por lo tanto consideramos el limite en el
extremo superior.

dx = lim

3 1 ! 1
— ——d
/0 V3—x t—>3*/0 V3—x *
t
— 1im [—2\/3—40

1—3~
= lim (2v3-2v3—1)
t—3~

=2V3.

El limite existe y es finito, entonces la integral es convergente y tiene valor 2+/3. "
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» Ejemplo 4.27
Resolver la integral

31
—d
/2x3x

La funcién tiene un asintota vertical en el punto x = 0, por lo tanto partimos la integral en dos y
consideramos los limites laterales.

3 1 0 31
/2x3dX—/ x3dx+/

La primera,
01 t
/ Lav=1im [ Lax
2X t—0-J-2 x
tim [—1]"
=Jm |55
I —1 1
=lim — — —
1—0-2(=2)% 44
31
La primera parte de la integral / —dx es divergente, por lo tanto la integral no converge. "
—2 X

Teorema 4.9.1 — Criterio de comparacion. Sea f : [a,+) — R una funcién continua
en el intervalo [a,x]. Si existe g : [a,+o) — R tal que para todo x € [a,+oo) se tiene que
0 < g(x) < f(x) y ademds g es continua en [a, o), entonces:

1. Si / f(x)dx convergente, entonces / g(x)dx convergente.
a a

2. Si / g(x)dx divergente, entonces / f(x)dx divergente.
a a

Nota: El criterio anterior se aplica a integrales impropias de los dos tipos anunciados.

» Ejemplo 4.28
Estudiar la convergencia de la integral

hd 1
/ dx
3 x—e ¥

Vx € [3,0). Estudiando la convergencia de la integral

1
Defino g(x) = e tal que g(x) < Pp—

impropia de g(x):

/ —dx = lim dx

t—ro0

= lim {ln(x)};

t—ro0
= }Lr?oln(t) —In(3)

— 09,

1

] x—e™*
también diverge. "

La integral impropia de g(x) en [3,00) diverge, entonces por el criterio de comparacion, /
3
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» Ejemplo 4.29
Estudiar la convergencia de la integral

< x—1
———d
/1 Ao
Busco una funcién g(x) tal que g(x) > f(x) Vx € [1,00).

mdx. Si quitamos 2x del de-
1
1

nominador (haciendo la funcién aun mds grande que f(x)), llegamos a / —dx, que cumple
1 X

2 e wE[1e).

Si sumamos 1 a la integral y simplificamos, tenemos

Si estudiamos la convergencia de la integral impropia / —dx:
1 x

| ) 1]
/1 x—3dx:11m —3dx

t—o J1 X

tim [ 2]
=lim | 5],

i (L0
“oe\22

. =1 - . “ .
Entonces la integral —dx converge. Por la criterio de comparacion, ————dx también
X3 1 x4+ 2x

converge. "
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4.10 Problemas

1.

10.

11.

12.
13.

14.
15.

16.

/2
Aproximar / cosdx con sumas de Riemann. Identificar una particion del intervalo, dar su
0

norma y aproximar la integral.

4
Aproximar / 16 — x*dx con la suma de Riemann a la izquierda, con P = {—1,0,1,2,3,4}.
~1

. Calcular la suma de Riemann de la funcién f(x) = 5x —2 con P = {1,3,6,7} usando

t=1{2,5,7}

7
Calcular la integral / 5x — 2dx con la suma de Riemann.
1

. Hallar las sumas superior e inferior de Riemann de la funcién f(x) = x> + 1 en el intervalo

[0,2] con:

a. 4 sub-intervalos

b. 6 sub-intervalos
Considerar la funcién g(x) = sen(x) en el intervalo [0, 7]. Usando una particién del intervalo
adecuado, demuestra que g(x) es integrable Riemann en [0, 5] con dos métodos:

a. Demuestra que g(x) satisfecha las condiciones de integrabilidad Riemann.

T

. . . . 2
b. Calcular las sumas superior e ingerior de Riemann y evaluar / sen(x)dx.

Considerar la funcién g(x) = cos(x) en el intervalo [7, 7].

a. Demuestra que g(x) satisfecha las condiciones de integrabilidad Riemann.
T

b. Hallar / g(x)dx.

x
2
Z

. Dada la funcion

1—x, 0<x<l,
X)) =
-

Demuestra que f(x) es integrable Riemann en [0, 1] con los métodos:
a. Demuestra que f(x) satisfecha las condiciones de integrabilidad Riemann.
b. Evaluar las sumas superior e inferior de Riemann.
Estudiar para que valores de o € R es convergente la integral de la funcién f(x) = x% en el

intervalo [a, ), con o > 0.
3

X
Calcular la derivada de F(x) = / cos(t)dt.

|
X
Calcular la derivada de g(x) = \/ sen’(x) + 2dt.

Calcular la derivada de F(x) = /\[(t2 —1)t.

X
Hallar la derivada de las siguientes funciones

=l

a.
Rz
F(x) = / Adt
0
b. -
..[‘COS X, ldl
Gx)= [ t2dt.
Ji de

3
Hallar ¢ € [0,3] tal que f(c) es el valor medio de / x2dx.

0
Hallar el valor medio de la funcién f(x) = € en el intervalo [0,6] y el valor de c tal que f(c)
es igual a dicho valor medio en [0, 6].

2
Evaluar / (x* —x%)dx.
0
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17. Seap e Nysea f:[0,40) — R.

f(x):/ e 'sen®Ptdt.

0

Demuestra que f(x) es creciente y acotada por arriba por 1.
18. Resolver las siguientes integrales

a. o d. -1
=t e
b i e. b
[wxe_xzdx [2 xidx
c f.

(e} *° 1
——d
[2 sen(x)dx /0 2n2)? X

19. Hallar las siguientes integrales.

a. d.
/ sen(In(4x — 2))dx / 1+3In+ (lnx)3dx
2x—1 x(1—Inx)?
. © xarcsenx
—X _ 1 —X d 7(1}(
/(e Jcos(e " +x)dx o
c ) f,
425
/)ﬁxz—iéldx /x2sen(2x)dx

20. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral [ 2senxcosxdx.

a. Cristina la resolvid con el cambio de variable u = senx.
b. Carlos la resolvié con el cambio de variable u = cosx.
c. Pablo lo hizo con la transformacion sen2x = 2senxcosx.

Aunque los tres alumnos dieron respuestas distintas, el profesor les dijo que los tres la habian
hecho bien. Encuentra las tres respuestas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.

21. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales

a. 2( ) d.
*cos“(x
/2 2 dx /°° 1+ cos?(x)
X 2 \x {2 — sen* (x)}
/ dx
3 X+e*

© | + 3sen*(2x) 0 g
——dx
/1 N /1 dx
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(5. Sucesiones y series de funciones

5.1 Sucesiones de funciones
Definicion 5.1.1 — Sucesion de funciones.
Una sucesion de fuciones es una aplicacion que a cada n € N se asigna una funcién f;,.

= Ejemplo 5.1

Consideremos las sucesiones de funciones f,, : R — R definidas por:
2n
_ X
a. fn(x) - 1+X2"’

b. gu(x) = Z:O%'

Definicién 5.1.2
Se dice que una sucesion { f, };-_, de funciones reales en x € X es puntualmente acotada si la
sucesion numérica { f,,(x) }7-_, es acotada para cada x € X.

oo

o de funciones reales en X es uniformemente acotada si existe M > 0 tal

Una sucesion { f,
que:

lfi(x)| <M VxeX,yneN

Definicién 5.1.3
Se dice que una sucesién {f,}_, de funciones reales en X es monodtona creciente (resp.
decreciente) si f,,(x) < fu41(x) (resp. fu(x) > fu+1(x)) paratodo x € X y todo n € N.

Definicién 5.1.4 — Convergencia Puntual.
Dado x € I, se dice que la sucesion de funciones {f,} converge puntualmente en x si la
sucesion de nimeros reales { f,,(x)} es convergente.

f(x)=1Um f,(x) xeX

n—roo

se denomina limite puntual de la sucesién {f, }7_,
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Definicién 5.1.5 — Campo de Convergencia Puntual.
El conjunto C de todos los puntos x € I tales que { f,,} sea convergente puntualmente se llama el
campo de convergencia puntual.

C={xel:{f,(x)} converge}

Definicion 5.1.6 — Convergencia Uniforme.
Sea {f,};>_, una sucesién de funciones reales en X C RR. Se dice que la sucesién es uniforme-
mente convergente si existe una funcién f en X tal que:

Ve >0, Inp(e) eN: Vn>ng|fulx)—f(x)|<e VxeX

Proposition 5.1.1
Sea { f,};_, una sucesién de funciones reales que converge puntualmente en un conjunto X hacia
la funcién f. Para cada n € N se define:

my = sup{|fu(x) — f(x)| : x € X}

Son equivalentes los siguientes asertos:
i) Lasucesién {f,};_, converge uniformemente en X hacia f,
ii) Existe un ng € N tal que m,, € R para cada n > ng y la sucesioén {mn};":no converge hacia 0.

Teorema 5.1.1 — Continuidad del limite puntual.

Sean X C Ry {f,};r_, una sucesién de funciones que converge uniformemente en X hacia la
funcién f. Sixp € X es tal que f;, es continua en xg para cada n € N, entonces f es continua en
X0-

En consecuencia, si f, es continua en X para cada n € N, la funcién limite f es continua en X.

» Ejemplo 5.2
Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesién de funciones:

fa(x)=x", x€][0,1]
Es sencillo ver que

G.D

n—soo

f(x) = lim £, (x) = {1 re1

entonces es convergente puntualmente en x € [0, 1].

Si hubiera convergencia uniforme en el intervalo [0, 1], para € = % deberia existir no € N tal que:

1
) = F)] < 5 six€[0,1], n=no
Esto es falso. Para cualquier n € N, si definimos x,, = %ﬂ €10, 1) se tiene que

1

|fn(xn) —f(x,,)| :x:l’ — 5

Otra manera de contestar es considerar el teorema de continuidad. Las funciones f,, son continua,
pero f no lo es, entonces la convergencia no es uniformemente en [0, 1]. "
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» Ejemplo 5.3
Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion de funciones:

Hemos visto que {,} es convergente puntualmente en [0, 3] hacia cero.

Puesto que Vn € N la funcién f, es positiva y creciente en [0, %], tenemos:

sup{|fu(x) —0] : x €0, %]} =sup{x":x€ [O,%]} = <;)

Esta sucesi6n tiende a cero cuando n tiende a infinito, lo cual implica que la sucesién {f,}_,
converge uniformemente hacia 0 en [0, %], desde Proposicion 7.1.1. "

Series de Funciones

Dada una sucesion de funciones { f,} definidas en A C R, podemos considerar la sucesién {S, }
definida por

Si=Y fi ¥neN
k=1

es decir,

Su(x) = ifk(x) VxeA VneN
k=1

Definicion 5.2.1 — Series de Funciones.
Decimos que {S,} es una serie de funciones, que se denota por Y, f,

La sucesion { f,} es el término general de la serie },, f,, y la suma S, es la n-ésima suma parcial
de la serie },, f,, con sucesion de sumas parciales {S,}.

Convergencia

La serie de funciones Y, f, converge en un punto x € A cuando la sucesién de sumas parcia-
les {S,(x)} converge. Esto es equivalente a decir que la serie de nimeros reales Y, f,(x) sea
convergente.

Definicién 5.2.2 — Convergencia Puntual.
Sea C C A no vacio, f: C — R. La serie ), f,, converge puntualmente en C, cuando la serie
numérica Y, f,(x) converge, con limite puntual f(x).

f(x) = lim S, (x)

n—yoo

con funcién suma de la serie:

f= ifn(x)

= Ejemplo 5.4
Dado o > 0, para cada n € N se define u, : [0,00) — R por:

xO(

T 14222

Uy (x)
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Probar que la serie funcional }',;_; u,(x) converge puntualmente en [0,0) para cualquier valor de
a.

Si x = 0, la serie converge puntualmente con suma 0. Cuando x > 0, la convergencia se puede

deducir usando la prueba de comparacién de limites. L = 1im,, .. 3. La serie ) n]—z converge (por
n

ser armonica), entonces el cociente de las series:

Lo cual es un valor real, entonces ambas series convergen. Por lo tanto, la serie funcional converge
puntualmente en [0, o) por todo o > 0. .

Observacion: De la teoria general de series numéricas convergentes se deduce que, si una serie
de funciones es puntualmente convergente, entonces el término general ha de converger
puntualmente hacia 0.

Definicion 5.2.3 — Convergencia Uniforme.
La serie }, f,, converge uniformemente en C C A cuando verifica que

™=

Ve>0 dmeN: n>m = |f(x)— ) filx)|<eVxeC

k=1

Es decir, la serie es uniformemente convergente cuando la sucesién de sumas parciales es
uniformemente convergente.

Corolario 5.2.1
Una condicién necesaria para que una serie de funciones Y f, sea uniformemente convergente
en un conjunto A es que la sucesion de funciones {f,,} converja uniformemente a cero en A.

Definicién 5.2.4 — Convergencia Absoluta.

Dada una serie de funciones Y, f, en un conjunto X, si la serie Y, | 4| es puntualmente
convergente en X se dice que la serie original es absolutamente convergente (de forma puntual)
en X.

Corolario 5.2.2
Toda serie absolutamente convergente es puntualmente convergente.

Definicién 5.2.5 — Campo de Convergencia Absoluta.
El campo de convergencia absoluta de la serie },, f,, es el conjunto

D={xcA: Z | fu(x)| es convergente}

Definicién 5.2.6 — Convergencia Normal.

Sea ).’ ; f, unaserie de funciones en un conjunto X. Se dice que la serie converge normalmente
en X si existe una serie convergente de niimeros reales no negativos Y., m, tal que para todo
n € N se tiene que:

|fn(x)] <m, VxeX
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Teorema 5.2.1 — Criterio de Weierstrass.

Sea Y, f, una serie de funciones y A un conjunto tal que para todo x € A y n € N se tiene que
|fn(x)| < a, donde la serie Y, &, es convergente. Entonces Y, f,, converge uniformemente y
absolutamente en A.

= Ejemplo 5.5
Probar que converge uniformemente en R la serie de funciones:

Z sen”(x)

n=1

N

sen"(x) 1 . . ‘o

——— < — Vn &€ N. Esta serie de nimeros reales es arménica
nz nz

con p > 1, entonces es convergente. Por el criterio de Weierstrass, la serie funcional converge

normalmente en R, entonces converge uniformemente en R. "

Para cada x € R, tenemos que

» Ejemplo 5.6
Estudiar la convergencia de la serie de funciones:

oo 2
L i+

n=0

y si es posible, hallar su suma.

La serie converge puntualmente para todo x € R. Esto es obvio parax = 0y tiene suma 0. Si x # 0,
tenemos una serie geométrica con razén —-—, cuyo valor absoluto es menor que 1, por lo tanto es

1+x2°
una serie convergente, con suma igual a:
X X
Z = =1+x°
2\n 1
o (L2 1=
La funcién suma es
1+x> x#0
S(x) =
0 x=0

Entonces, el limite n — oo de la serie funcional es una funcién discontinua, y podemos concluir que
la convergencia no es uniforme en R. "

5.2.2 Series de Potencias
Definicion 5.2.7 — Series de potencias.

Una serie de funciones con la siguiente forma se denomina una serie de pontencias centrada en

x=c. N
Z an(x—c)" (5.2)
n=1

donde a, es una funcién de ny ¢ € R.

» Ejemplo 5.7

Por ejemplo
Z <2n 4 4n)xn

n=1

cona, =2"+4"yc=0. "
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5.2.3 Radio de convergencia
Definicién 5.2.8 — Radio de convergencia.
El radio de convergencia R de una serie de potencias es el radio del conjunto de valores de
x C R para que la serie es convergente, donde:

1
, | An+1
Iim
n—eo| @

R— (5.3)

e identificamos los tres casos:
i) Sila serie converge Unicamente en el punto x(, entonces R = 0,
ii) Si la serie converge Vx € R, entonces R = oo,
iii) En otro caso, su radio de convergencia define el superior del conjunto de valores reales
positivos r tales que la serie numérica Y-, |a,|r" es convergente.
También, tenemos la siguiente prueba:

A = lim {/|a|
n—ro0

o A=0
R= 01 A =oo (5.4)
T 0<A<eo
» Ejemplo 5.8
Hallar el radio de convergencia de
£ e

n=1

Tenemos a, = 2" + 4", entonces con a, 41 = 2" 7! +4"*! calculamos el radio de convergencia

R= I}iﬂ()lo 2n+1 +4n+1
2n -4n
, 2"(142")
R= ,}E‘; 2n+1(1 +2n+1)
1 1
R—lim 2"~ 2
n—eo 2 )
o+l +
R— 1
=7
. . , 1
El radio de convergencia de la serie es T "

Observacion: El radio de convergencia de una serie de potencias depende tinicamente de sus co-
eficientes {a, : n > 0}. Es decir, las siguientes series tienen el mismo radio de convergencia:

Y an(x—x,)" y Y anx”
n=1 n=1
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Intervalo de convergencia

El intervalo de convergencia de una serie de potencias es el conjunto de valores x € R para que la
serie es convergente. El intervalo de convergencia viene dada por

|x—c| <R (5.5)

donde la serie diverge cuando |x — c¢| > R, y puede converger o divergir si [x —c| = R.
» Ejemplo 5.9

Siguiendo con el ejemplo anterior Z (2" 4-4")x". El radio de convergencia es R = %, entonces el

n=1

intervalo de convergencia es (—1, 7). Es decir, la serie converge Vx € (—1,1),0 [x—a| < 3. =

Los extremos del intervalo de convergencia de una serie de potencias no estdn incluidos. Para saber
si la serie converge para estos valores de x, hay que estudiarlos por separados.

» Ejemplo 5.10
Hallar el intervalo de convergencia de

El radio de convergencia es R = 1, entonces la serie converge Vx € (—1,1).

oo oo oo
En el punto x = 1, la serie es Z 1"= Z 1. La serie es divergente, entonces Zx" no converge en

n=1 n=1 n=1
x=1.
En el punto x = —1, la serie es Z (—1)". La serie es divergente, entonces Zx” no converge en
n=1 n=1
x=-—1.
Por lo tanto, el intervalo de convergenciaes (—1,1). "
= Ejemplo 5.11

Hallar el intervalo de convergencia de
P
n=1 n

Sia, = %, el radio de convergencia es R = 1. La serie converge Vx € (—1,1).
. = (1) &1 . .
En el punto x = 1, la serie es Z Q = ) —. Esto es una serie armoénica con p = 1, entonces es
n
n=1 =1

= n n

divergente.

=

- (=1

En el punto x = —1, la serie es Z

. Si usamos el teorema de Sandwich para la sucesion

(1) ot
—1)" . o -2
-, definimos b, = == n
» Ejemplo 5.12
Hallar el intervalo de convergencia de
- (x—2)"
Z n!

Definicion 5.2.9 — Funcién Andlitica.
Sean / un intervalo abierto en Ry f una funcion real definida en /. Se dice que f es analitica en
un punto xg € I si existen un nimero d > 0 tale que (xo — 8,x0+ 0) C I, y una serie de potencias



114 Capitulo 5. Sucesiones y series de funciones

Y an(x —x)" convergente en (xo — 8,xp + J), tales que:
Z (x—x0)" paraquex € (xo—38,x0+90)

es decir, que la serie de potencias converge en xg y que coincide con la funcién f en dicho punto.

5.2.5 Series de Taylor
Definicion 5.2.10 — Serie de Taylor.
Sea una funcién f de clase C™ en un entorno del punto xg. La serie de potencias:

= fn)(x0)
fl) + X (o)

n=1

se denomina serie de Taylor de f centrado en el punto xg.

Definicion 5.2.11 — Polinomio de Taylor.

n k) a
x):kzbfk(’ )(x—a)k (5.6)

Surge la pregunta: ;es toda funcién C* en un entorno de xy analitica en dicho punto?. Dicho de otra
forma: ;viene representada una funcién por su serie de Taylor en el punto xo?

En general, no.

» Ejemplo 5.13
Consideremos la funcién definida por

e x>0
f<x>_{0 o

Resulta que la funcién es de clase C*, y ademas
f0)=0 VneN
entonces la serie de Taylor es nula, y no es igual a f(0) en ningtn entorno de 0. "

Definicion 5.2.12 — Resto de Taylor.
Sea una funcién f de clase C* en un entorno del punto xp. El resto de Taylor de orden n de f
en xo se define como:

(x —x0)*

R (f,x0)(x Zi:

» Ejemplo 5.14

5.2.6 Desarrollos en serie de Taylor de las funciones elementales
Todos centrados en xy = 0.

1
a) e =Y, ;x” xR,



5.2 Series de Funciones 115

= _1 " n
b.) sen(x) =Y, (2(11—1—)1)'X2 1 xeR,
1)
(=1) 2 x eR,

c.) COS()C) = Z?ZO (21’1)'

- (_1)n+l
d) ln(1+x) = 2ln=1 Tx" X € (—1,1)

5.2.7 Series de Maclaurin
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5.3 Problemas

1.
2. Halla el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias

a.) d.)
oo = (2x)"
Y (nt)" P

b. e.)

: B 5 e

- 2n2+1 n=1 4n

f.

c.) )
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6.1
6.1.1

6.1.2

(6. Conjuntos Numéricos

Intfroduccioén

Definicion
Definicién 6.1.1 — Conjunto.
Un conjunto es una coleccion, bien definida, de elementos.

Bien definida quiere decir que existe una regla de afiliacién inequivoca.

» Ejemplo 6.1

— El conjunto de gente alta no es un conjunto
— El conjunto de gente mds alta que 1.5m si es un conjunto

Los elementos que forman un conjunto pueden ser nimeros, letras, o bien nombres.

Notacién

Un conjunto esté escrito usando las llaves *{}’, separando cada elemento del conjunto con un
comma. El nombre de un conjunto suele ser expresado con una letra mayuscula, y los elementos
que forman el conjunto con letras mindsculas.

= Ejemplo 6.2

A={1,4,7,9}

Donde el conjunto A tiene elementos a; = 1,ay =4,a3 =7,a4 =9.
B={x,y,z}

C = {Victor, Leticia,Juan,Cristina}
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Para la definicién correcta de un conjunto y sus elementos, formalizamos su notacion:

Definicién 6.1.2 — Notacion.

Definimos que un elemento a pertenece a un conjunto A como:
acA

O en el caso contrario:
a¢A

Se puede definir un conjunto con intervalos de niimeros, o bien con preposiciones.

» Ejemplo 6.3
A = {x:xesunavocal}
A={a,e,i,o,u}
B={x:x€Z, 1 <x<4}
B=1{1,2,3,4}
donde ’:* se lee como "tal que". "

6.2 Conjuntos Notables

Los conjuntos numéricos mds notables son:
» Conjunto Vacio 0 (también {}), 0 ={x:x#x}
= Numeros Naturales N=1{1,2,3.4,5,...}
= Nimeros Enteros z=A.,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}
= Nimeros Racionales Q = {g :pELyq#0}
= Niimeros Reales R
= Nimeros Complejos C = {x+iy :x,y€R, i =—1}
= Conjunto Universal

Cada uno de estos conjuntos notables tiene propiedades importantes que estdn usados exhaustiva-
mente en matemadticas para desarrollar demostraciones y razonar argumentos. Usaremos algunos de
ellos durante este curso, donde enfocamos en los niimeros reales R.

6.3 Representacion Grdfica

Definicién 6.3.1 — Diagrama de Venn.
Un diagrama de Venn es una gréfica para visualizar conjuntos y las interacciones entre ellos.
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A

Figura 6.1: Diagrama de Venn (Fuente: Wikipedia)

s Ejemplo 6.4
Si consideremos los conjuntos A = {1,2,3} y B = {3,4,5}, su diagrama de Venn seria:

Figura 6.2: Ejemplo de diagrama de Venn

donde el elemento compartido, 3, aparece en la interseccidn de los dos conjuntos.

6.4 Operaciones

La interaccion entre varios conjuntos esta definida con operaciones.

6.4.1 Interseccion
Definicién 6.4.1 — Interseccion.

La interseccién entre dos conjuntos son los elementos que aparecen en ambos conjuntos, y su
notacion es M.

ANB={x:x€A,x€ B}

6.4.2 Unién
Definicion 6.4.2 — Union.
La unién entre dos conjuntos son todos los elementos que aparecen en los conjuntos, y su
notacién es U.
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| AUB={x:x€AbxeB}

6.4.5 Diferencia
Definicién 6.4.3 — Diferencia.
La diferencia entre dos conjuntos son los elementos de un conjunto restando los elementos del
otro conjunto.

A—B={x:xc€Ax¢B}

6.4.4 Complementario
Definicién 6.4.4 — Complementario.
El complementario de un conjunto son todos los elementos que no aparecen en dicho conjunto,
y su notacién es A o bien A’

Al={x:x¢ A}

El complementario de un conjunto A también se puede calcular restando A del conjunto universal
A'=U-A.

6.5 Propiedades

= Propiedad de Idempotencia ANA =A,AUA=A

» Propiedad ConmutativaANB =BNA,AUB=BUA

» Propiedad Asociativa (ANB)NC=AN(BNC) (AUB)UC=AU(BUC)

» Propiedad Absorcion AN(AUB) =A,AU(ANB) =A

» Propiedad Distributiva AN (BUC) = (ANB)U(ANC)AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
= Ley de Involucién (A’)' = A

» Leyes de De Morgan (AUB)' =A'NB, (ANB) =A’UB

= Leyesde ldentidad AUO=A,ANU =A,AUU =U,AN0=10

s Leyes de Complementarios AUA' =U,ANA'=0,0/ =U, U =0

6.6 Subconjuntos

Definicion 6.6.1 — Subconjunto.
Sean A y B dos conjuntos.

Decimos que A es un subconjunto de B, escrito como A C B, si todos los elementos de A
pertenecen a B. El diagrama de Venn seria:

U

Figura 6.3: Subconjuntos - Ejemplo
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Los conjuntos numéricos notables comparten elementos, y pueden ser definidos como subconjuntos
entre ellos, segtin el siguiente diagrama de Venn.

C
COMPLEJOS

R
REALES

(0]
RACIONALES
a/b

Z IRRACIONALES |

ENTEROS —a/b_ IMAGINARIOS
N

NEGATIVOS ~ NATURALES
= +

Cero
0

Figura 6.4: Subconjuntos Notables

6.7 Cardinal
Definicién 6.7.1 — Cardinal.
El cardinal de un conjunto A, escrito |A|, es el nimero de distintos elementos en A.

= Ejemplo 6.5
Consideremos el conjunto A = {a,b,c,d}:

Figura 6.5: Cardinal de un conjunto - Ejemplo

|A|:4 n

6.8 Conjunto Potencia

Definicion 6.8.1 — Conjunto Potencia.
El conjunto potencia de un conjunto A, escrito Z2A, es el conjunto de todos los subconjuntos
de A.

Es decir:
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i PA={B:BCA}
= Ejemplo 6.6

Consideremos el conjunto A = {1,2,3},
El conjunto de potencia de A es:

PA=1{9,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},A}

donde,

| PA| =21l

Producto Cartesiano
Definicion 6.9.1 — Producto Cartesiano.
Sean A y B conjuntos. Al conjunto formado por todos los pares ordenados de primera compo-
nente en A y segunda componente en B, se le denota A X B y se le llama producto cartesiano
deAyB.

Definimos
AxB={(x,y): x€A,y€B}

= Ejemplo 6.7
Dado los conjuntos A = {1,2,3}, B= {a,b}, el producto cartesiano de A y B es:

AxB=A{(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

Propiedades

Conjunto vacio
AXD=0xA=0

Conmutativo
AXB#BXA
Asociativa
AXx (BxC)# (AxB)xC
Cardinal

AL X oo X Ag| = A1 ... A
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6.10 Problemas

1. Dado los siguientes conjuntos:
A=1{0,2,4,6,8}
B=1{1,2,3,4,5,6}

C = {x: x es digito mayor que 3}

Indicar verdadero (V) o falso (F) en las siguientes afirmaciones:

a) 7TeB e) DA
b) 3¢C fog¢c
c) 8€A g) 11 ¢A
d) 5¢B h) 8€B
2. Representar, en el mismo diagrama de Venn, los siguientes conjuntos:
U = {x: x es un digito}
A=1{0,2,4,6,8}
B=1{1,2,3,4,5,6}
C = {x: x es digito mayor que 3}
3. En base a los conjuntos dados colocar C o ¢ seglin corresponda:
U = {x : x es nimero natural }
A = {x: x es niimero natural impar}
B = {x: x es nimero mdltiplo de 2}
C = {x:x=4"-n con n nimero natural }
a) A....U e) B....C
b) A....B ) C..A
¢) C....B ¢) A...C
d) B...A h) B....U
4. Dados A ={a,b,c} y B={1,2}, decir si es verdadero o falso:
a) {a,b} CA
b) {a} €A
c)1eB
d) {1,2} €B

5. SeanU = {x:x€Np,0<x<9},A={1,2,3,4}, B={x:x€Ny,5<x<8},D={3,4},C=
{3,4,5,6}. Calcular por extension y hacer el diagrama de Venn correspondiente

a) AUB
b) DNB
c) A—B
d CUuD

6. Completar las siguientes propiedades

a) AUU =
b) AUY =
c) ANU =
d) ANU =

e) ANC
A

g D-C
h) ANB
e) (IE:

N U=

g A=

7. Sea X un conjunto. Dar #X, especificando todos sus elementos, en cada uno de los casos

siguientes:
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a) X ={1,2}
b) X ={a,b,c}
) X ={1,2,3,4}

8. Un grupo de 50 estudiantes de Ciencias ha sido encuestado a fin de saber si han estudiado
francés o alemdn, obteniendo los siguientes datos: 25 han estudiado francés, 20 aleman y 5
ambos. Encuentre el niimero de estudiantes que:

a) Solo han estudiado francés.

b) No han estudiado aleman.

¢) Han estudiado francés o aleman.

d) No han estudiado ninguno de los dos idiomas.

9. Simplificar la operacion:

AUBUC

10. Comprueba la siguiente equivalencia:

(ANC)—B=ANCNB

11. Comprueba la siguiente equivalencia:

(A-B)N(A—-C)=A—(BUC)
12. Tom afirma que: (ANB)U(A—B)=A

(Es cierto lo que afirma Tom?
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(7. Funciones Elementales

Definicion 7.0.1
Dados dos conjuntos A y B, se define una funcién f: A — B como una relacién que asigna a
todo elemento x de A, un tnico elemento Y de B, mediante un criterio f(x).

Definicion 7.0.2

Considere una funcién f: A — B. Al conjunto A se le llama dominio y al B se le llama
codominio.

A los elementos del dominio se le les llama preimdgenes, y si un elemento del codominio esta
relacionado con un preimagen, se le llama imagen.

= Ejemplo 7.1
Dados dos conjuntos A y B, buscamos su dominio, codominio, preimagen e imagen.

Figura 7.1: Ejemplo de una funcién

— Dominio: {x1,x2,x3,x4,X5}

— Codominio: {y1,y2,y3,Y4,Y5,Y6,Y7}
— Preimagen/imagen: e.g. f(x;) =y
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x1 es el preimagen del imagen y;.

Definicion 7.0.3
Dada una funcién f : A — B, se define el ambito de f al conjunto de imédgenes.

Amb(f)={yeB:IxcAtalquey= f(x)}

Una funcién f : A — B es inyectiva si todo elemento del &mbito tiene una Unica preimagen

Definicion 7.0.5
Una funcion f : A — B es sobreyectiva si su codominio y &mbito son iguales. Es decir Amb(f) =
B

I Definicién 7.0.4

Definicion 7.0.6
Una funcién f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva

= Ejemplo 7.2
Dada la funcién f : A — B, determine si la funcién es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

Figura 7.2: Inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

Desde la gréifica, identificamos que la funcidn es inyectiva, porque cada elemento del dmbito tiene
una Unica preimagen. La funcién no es sobreyectiva, porque el codominio incluye elementos que
no aparecen en el dmbito. "

Monotonia

Definicion 7.1.1

Sea una funcién f : A — B. Se dice que
— f es estrictamente creciente en A si cumple f(x;) < f(x;+1) Vi.
— f es estrictamente decreciente en A si cumple f(x;) > f(xi1) Vi.
— fes constante en A si cumple f(x;) = f(xir1) Vi, x; # Xit1.

» Ejemplo 7.3
Dada la funcién f : R — R, tal que f(x) = 8x —x?, determinamos los intervalos de crecimien-
to/decrecimiento de la funcién.
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A\

Figura 7.3: Ejemplo del crecimiento de una funcién

Considerando la grafica, podemos ver que la funcién f es creciente en el intervalo (—oo, 4] y
decreciente en el intervalo [4, 4-). .

Operaciones
Definicion 7.2.1
Sean f: A — Ry g:B— R funciones, A y B subconjuntos de R. Se define:
- f+g:ANB—Rtalque (f+g)(x) = f(x) +g(x)
- f—8:ANB— Rl que (f —g)(x) = f(x) —g(x)
- F-g:ANB—Rtal que (f-g)(x) = £(¥)-g(x)
— L ANB—{xeR:g(x) =0} - Rtal que (£)(x) = £
s Ejemplo 7.4
Dadas las funciones:

F0 =3 ) =244

Demostramos las operaciones restar y dividir:

(F-5)3)=1(3)-50) (Den=1
3(-1)+5
(f—8)(3) =25 <£> (_1):%

Definicion 7.2.2
Sean f: A — By g: B — C funciones, se define la composicion de f con g como:

gof:A— Ctalque (gof)(x) = g(f(x))
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/f\B/g\.c
\_}/

gof

A

Figura 7.4: Composicion de una funcién

» Ejemplo 7.5
Dadas las funciones:
X 1
80 = 5 )= —
La composicién de la funcién g de f es:
1

(g0 f)(x) = g(f(x) = 1x—

1
(5000 =80 (W) = 157257
(x—2)
x—2
(gof)x) = A+ 16x—15

7.3 Funcion Inversa
I Definicién 7.3.1 — Funcién Inversa.
Dada una funcién f : A — B, se define la funcién inversa de f como f~!: B — A

= Ejemplo 7.6
Dada la funcién
y=x>+1
Despejamos por x:
X2 = y—1
x=+y—1
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La funcién f y su inversa f~! se representan graficamente como:

By

Figura 7.5: Inversa de una funcién

Para comprobar que una funcién es la inversa de otra, verificamos con:
1 o
(fof)x) =x

Nota:
Es importante tener en cuenta que la funcién inversa tiene exponente ' — 1, pero es solo un simbolo,
no un exponente en si. Es decir,

Funciones elementales

Basicas
Definicion 7.4.1 — Funcién Lineal.
Dada una funcién real de una variable, f : R — R, la funcién f se define como lineal si tiene la
forma:

f(x) =mx+b
donde m,b € R.

El coeficiente m nos da la pendiente de la recta, mientras el coeficiente b nos proporcione la
interseccion de la recta con el eje y.

= Ejemplo 7.7
Consideramos la funcion

flx)=2x+1

La representacion grafica de f es:
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\ A

/

Figura 7.6: Funcién Lineal

En el caso no tener la ecuacién de la recta, sino las coordenadas de algunos puntos, es posible
calcular el coeficiente m.
Dados dos puntos distintos de la recta, el pendiente m se define como:

Y2 —)1
m=
X2 — X1

Y2 —

Y2 — T2 — Xy
m=-—— ! !
Ty — I

: i
/ T Ty

=Y

Figura 7.7: Pendiente de una recta

Definicion 7.4.2 — Funcién Cuadrdtica.
Dada una funcidn real de una variable, f : R — R, la funcién f se define como lineal si tiene la
forma:

f(x) =ax* +bx+c
donde a,b,c € R, a # 0.
Concavidad

— Sia > 0 la pardbola es concava hacia arriba (convexa)

y‘\

=y
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— Sia < 0 la pardbola es concava hacia abajo (céncava)

Y
¥
Intersecciones
7.4.2 Exponencial y logaritmica
In(e*) =x (7.1)
In(x") = aln(x) (7.2)
acR.
In(x-y) =In(x)+In(y) (7.3)
In (x) = In(x) —In(y) (7.4)
y
7.4.3 Trigonométricas
sen(x) (7.5)
cos(x) (7.6)
_ sen(x)
tan(x) = cos(x) (7.7)
1 1
cse(x) = sen(y) (7.8) sec(x) = cos(r) (7.9 cot(x) = ran(y) (7.10)
[ [0 f ¥ = ¥ ¥ ¥ %
sen(x) | O % 1 % %ﬁ -1 _T‘/E 0
cos(x) || 1T 2 0 =2 a1 =2 o 2
tan(x) || 0 1 0 -1 0 1 ind -1 0
esc(x) [ind V2 1 V2 ind —v2 -1 —2 ind
sec(x) 1 V2 ind —vV2 -1 —/2 ind V2 1
cot(x) || ind 1 0 -1 ind 1 0 -1 ind
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Férmulas Utiles

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny sin(—x) = —sinx
sin(x —y) = sinxcosy — cosxsiny cos(—x) = cosx
sin(2x) = 2sinxcosx cos(x+y) = cosxcosy — sinxsiny tan(—x) = —tanx
cos(2x) = cos®x — sin®x cos(x —y) = cosxcosy -+ sinxsiny
—2cos2x—1 _ tanx+-tany ) ) 1
L, tan(x+y) = | —tanxtany sinxsiny = 2 [cos(x—y) —cos(x+y)]
=1—-2sin"x
tan(x—y) _ tanx —tany B 1
tan(2x) — 12tan); T+ tanxtany cosxcosy = 5 [cos(x —y) +cos(x+y)]
—tan“x

1
sinxcosy = 3 [sin(x+y) +sin(x—y)]

tanx +tany
tanxtany = oL+ ooty
x /1—cosx cos(— —x) = sinx cotxcoty
sin - =44/ ——— 2 tanx + coty
2 2 T tanXCOty = m
Z )= X
- X \/m tan( ) x) cotx
r_ i p
2 2 cot(i —Xx) = tanx X+ N
tan > — I —cosx sinx+siny:2sin< 5 )cos(
2 sinx sec(— —x) = cscx
; 2 . . xX+y\ . /x
_sinx T sinx —siny = 2cos ( ) sin (
~ 1+4cosx CSC(E —x) = secx x42—y N
cosx—+cosy = 2cos ( 5 ) cos (
gin?y — L0082 cosx —cosy = —2sin (x+y) sin (x;
") 2 = 2
sin“x+cos“x =1 2 in(x+y)
1 ) sin(x+y
1 +tan®x = sec’x cos’x = w tanx+tany = cosxcosy
14 cot’x = csc’x 5 1 —cos2x sin(x —y)
tan“x= ——— tanx —tany = ———=
1 +cos2x COSXCOSY
7.4.4 Hiperbdlicas
X =X
sinh(x) = & 2e (7.11)
X X
cosh(x) = +2e (7.12)
inh
tanh(x) = sinh(x) (7.13)

T
sin(g —X) =Cosx
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