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“** LOYOLA

1.1

O. Fundamentos de la Optimizacion Matematica

Intfroduccién

Problemas lineales son de la forma

minimizar ¢’ x

s.a Ax<b

donde c e R" x e R", A € R™" y b € R™.
La forma anterior de escribir un problema lineal se llama la forma candnica.

Para la resolucion de estos problema, es habitual transformar el sistema a su forma estandar:
. T
minimizar ¢ x
s.a Ax=0>b

donde b > 0,x > 0.
La transformacion entre las dos formas de los problemas lineales estd conseguido con la inclusién
de variables de holgura.

Si tenemos una restriccion de <, sumamos una variable de holgura positiva

n n

Za,-jxjgbj — Zainj+Sj:bj Vi,SjZO
j:l j:l

Si tenemos una restriccién de >, restamos una variable de holgura positiva

n n
Za,-jxjgbj — Za,-jxj—ej:bj Vi,EjZO
Jj=1 J=1
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10 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

Una variable irrestricta x puede ser reemplazada por dos variables no negativas x;,x > 0, escri-
biendo x = x; — x;. eliminando x del problema.

Si una variable tiene cota inferior distinta a cero e.g. x > 5, la podemos reemplazar por otra variable
x' =x—35, con restriccién x’ > 0.

Cotas superiores pueden estar incorporadas como restricciones nuevas.

= Ejemplo 1.1
Consideremos el problema lineal en forma candnica:

maximizar z= —5x; —3x;+7x3
s.a 2x1 +4xy +6x3 =7
—x1+x <3

3x; —5xp+3x3 <5
—Ax1 =9 +4x3 < —4
x12-2,0<x<4

Para convertir este problema a la forma estandar:

— Cambiar a minimizar, multiplicando por —1

minimizar 2= 5x; + 3x; — 7x3

La tercera restriccion de desigualdad multiplicada por —1 para tener b > 0

4x14+9x, —4x3 > 4

La variable x; tiene cota inferior distinta a 0
X)=x1+2

La cota superior de x, se puede incorporar como una restriccién nueva
La variable x3 no esta acotada (irrestrictiva), entonces transformamos

/ 7
X3 = X3 — X3
Asi quedamos con:

maximizar £ = 5x] +3x; — 7x5 +7x5 — 10
s.a 2x) +4xy +6x5 —6x5 = 11
3x) —5xp+3x5 —3x5 < 11
4x) +9xp — 4xy +4x5 > 12
xy <4

xllax27xl37xl3/ > 0
— Quitamos el constante del objetivo con el cambio 7/ = 2+ 10
7 =5x 4+ 3xp — Tx5 +7x5
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1.1 Introduccioén 11

El dltimo paso es de sumar y restar variables de holgura

maximizar 7' = 5x] +3xy — 7x5 + 7x5
sa  2x)+dx+6xy—6x; =11
3x] —5x243x5 —3x5 + 52 =11
4x) +9x) —4xy +4x5 —e3 =12
Xo+s4=4

/ / 7
X1:X2,X3,X3,52,€3,54 >0

Lo cual se puede resumir en la forma matricial:

minimizar z=clx
s.a Ax=D>
x>0
La solucién a este problema en forma estdndar es 7/ = —0.12857,x] = 0,x, = 1.65714,x} =

0.728571,x) = 0,50 = 17.1,e3 = 0,54 = 2.34286.

Dando como solucién al problema original z = 10.12857,x; = —2,xp = 1.65714,x3 = 0.728571. u

Entonces, ;por qué hemos convertido el problema a la forma estdndar? Una de las razones, por que
hemos convertido las desigualdades a igualdades, es lo siguiente. Si tenemos el sistema

X1:1
X1 +x,=2

Podemos reducir este sistema al sistema equivalente

x1:1

x=1

restando la primera restriccién de la segunda. Sin embargo, si hacemos la misma operacion con las
desigualdades

x1>1
X1+x>2

acabamos con

lo cual es un sistema de restricciones que define una regién factible distinto. Vemos la diferencia en
la siguiente grafica
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12 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

-
s 7

2 e t >>(\
2 S

Eliminacién en sistemas de desigualdades puede afectar las soluciones. Importante porque muchos
métodos realizan operaciones en sistemas de restricciones para resolver el problema lineal.

Resolucion grdfica

Para introducir los conceptos necesarios para la resolucion general de un problema lineal, conside-
remos la resolucidn gréafica de problemas dos dimensionales.

= Ejemplo 1.2
Consideremos el problema
minimizar z= —x; —2x
s.a —2x1+x <2
—x1+x <3
x1 <3
Xx1,Xx > 0.

La region factible es:

. N N
(95 Sedot et

Dibujando las lineas del valor de la funcién objetivo, vemos que el minimo ocurre en x = (3,6)7. m

Observacion: Que el 6ptimo ocurre en una esquina no es coincidencia, como estudiaremos mas
adelante.

Conjuntos Poliédricos

En esta seccién, definimos poliedros y sus propiedades bésicas. Los poliedros nos dejan resumir un
conjunto de restricciones en un problema de programacién matemaética, y més adelante veremos
como aplicar estos conceptos a resolver un problema de optimizacion.
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1.2 Conjuntos Poliédricos 13

Definicion 1.2.1
Sea S C R", diremos que es un poliedro si es la interseccién de un nimero finito de semiespacios
cerrados, es decir:

S={x: plx<a;, i=1,....m} pieR" p;i#0,0; €R.

Proposition 1.2.1
Un poliedro es un conjunto convexo.

Demostracion 1.1
Basta ver que un poliedro describe un sistema de desigualdades lineales de la forma

anxi+...+apx, < b

Am1X1+ ...+ aupXn < by,
con aij,bi,xj eRVIi=1,...om j=1,...,n.

Este sistema se puede escribir en la forma Ax < b, y podemos definir el conjunto § = {x € R" :
Ax < b} es la interseccion de m semiespacios de la forma

S,’Z{XGRnIA,'XSb,‘}

Por ser convexos cada A;x < b; (un semiespacio es convexo), el conjunto S es también convexo
por ser interseccion de convexos. Entonces, un poliedro es un conjunto convexo.

| |
Proposition 1.2.2
P ={x€eR" : Ax=>b,x >0} es un poliedro.

Demostracion 1.2
Claramente, el conjunto 2’ queda representado por el siguiente sistema:

A b
—Alx< | -b
—I 0

donde I es la matriz identidad de dimensidn 7.

A b

LlamandoA’= | —A| ,b' = | —b |, se obtiene un sistema de la forma 2 = {x e R" : A'x<b'},
-1 0

que es igual a &, Luego, &2’ es un poliedro por definicion. u

Proposition 1.2.3
Un poliedro es un conjunto cerrado.

Demostracién 1.3

Sea Z el poliedro {x € R" : Ax = b,x > 0} y consideremos % € & (£ clausura de Z. La
clausura de un conjunto E es el conjunto £ de todos los puntos de acumulacién de E. Es el

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos
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14 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

concepto del limite, que los puntos se pueden ser *aproximados’ por puntos en £. Un conjunto
es cerrado si y sélo si es igual a su clausura).

Mostraremos que X € Z.
Como X € 2, existe una sucesion {x;} en Z tal que lim;_,..x;y =¥ (punto de acumulacién).

Ademas, Vk > 0, el punto x; verifica

Axk:b
XkZO

Tomando limite (y por continuidad de la funcién lineal x — Ax) se tiene

Ax=Db

0

==l
IV

Luego ¥ € & y por lo tanto & C . Dado que se cumple siempre & C &, se obtiene & = 2,
luego & es cerrado. n

= Ejemplo 1.3
El conjunto C = {x € R? : —x; +x2 <2,x1 +x2 > 4,x, <4,x; > 0,x > 0}.

Escribiendo en forma matricial

11 2
1 -1 —4
0 1 (’”) <| 4 (1.1)
1 0|\ 0
0 -1 0

Vemos que este conjunto es un poliedro convexo y cerrado, pero no acotado, como podemos
visualizar en la siguiente grafica:

¥

(L3

o}

Conjuntos Factibles

Consideremos a partir de ahora los poliedros de la forma S = {x: Ax=b,x >0} conA € M"*" b
R™. Podemos analizar la estructura del sistema de ecuaciones lineales para determinar si existen
soluciones factibles o no.

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



1.2 Conjuntos Poliédricos 15

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, por el teorema de Rouché-Frobenius:
1. Si rango(A|b) # rango(A), entonces el sistema es incompatible (no tiene solucién) y por
tanto S = 0.
2. Sirango(A|b) = rango(A) = n, entonces el sistema es compatible determinado (existe una
Unica solucién), S como mucho estd formado por un tnico punto.
3. Sirango(A|b) = rango(A) < m < n, existen restricciones redundantes, se eliminan.
Nota rango(A) = rango(AT). Donde el rango de una matriz es el ndimero de filas linealmente

independientes.
= Ejemplo 1.4
Sea
11 0 1
A=1|1 0 -1 1
21 -1 2
Para calcular el rango de la matriz A, aplicamos el método de Gauss.
1 1 0 1
(Ifz_jFl> = (o -1 -1 0
T 01 1 0
1 1 0 1
(F3 + Fz) = 0 -1 -1 O
0 0 0 0

Todos los elementos por debajo del diagonal principal son ceros, y la dltimo fila estd vacia, por lo
tanto rango(A) = 2.

También podemos llegar a la solucién mirando los determinantes de la matriz: el rango es el orden
de la mayor submatriz cuadrada no nula (determinante no nulo).

- 11 0 111
det(l 0)——1, det|1 0 —1]|=0, det|[1 0 1|=0
2 1 —1 21 2

Por lo tanto, la submatriz de orden 2 es el mayor con determinante no nulo, dando rango(A) =2. =

m Ejemplo 1.5
Consideremos la solucién del sistema
2x1 — X2 —ZX3 =-2
—x1+x+x3=0
X1 —2x+x3=28
2x1—2x =6
Escribiendo como Ax = b, donde
2 -1 =2 -2
-1 1 1 0
A= 1 -2 1 b= 8
2 =2 6
La matriz ampliada A|b es:
2 -1 =2 | =2
-1 1 1 | O
1 -2 1 | 8
2 -2 0 | 6

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



16 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

Calculando el rango de la matrix de coeficientes y la matriz ampliada: rango(A) = 3, rango(A|b) =3
y n = 3. Por lo tanto, es un sistema compatible determinado, y existe una dnica solucién (x =
( 1 ’ _27 3))

Aqui necesito una explicacién de m<m etc, si hay soluciones o no. Pdgina 106 del libro azul

1.3 Puntos Extremos

Definicién 1.3.1

Sea S C R”, no vacio, convexo. Un punto x € S es un punto extremo de S si x = Ax; + (1 —
A)xy € Sconxi,x; €Sy A€ (0,1)entonces x = x; = xp. Es decir, x no puede expresarse como
combinacién convexa estricta de otros puntos de S.

Nota: Un conjunto convexo puede no tener puntos extremos (bola abierta en R"), tenerlos en
ndmero finito (Figura 1.1) o tener infinitos puntos extremos (bola cerrada en R").

= Ejemplo 1.6

Podemos expresar el punto £ =< 2.5,1 > en 1.1 por los puntos A =< 1,1 >y C=<4,1 >, con
E =0.5A+(1—0.5)C. El punto C no se puede expresar de la misma forma, y por lo tanto es un
punto extremo de la region.

Figura 1.1: Punto Extremo

» Ejemplo 1.7
Veamos tres casos de convexos y sus puntos extremos:

a. Sea S = B(0,1), la bola unitaria en R”. El conjunto de puntos extremos queda representado
por {x € R" : ||x|| = 1}, que es la frontera de S.
b. El conjunto de puntos extremos del poliedro del ejemplo 1.1 es:

c. El conjunto de puntos extremos de un semiespacio cerrado es vacio.

= Ejemplo 1.8
Consideremos la regién definida por P = {x € R? : xi4x < 2,8x;+3x <8, x1,x, >0}

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



1.3 Puntos Extremos 17

83

X

2
Los puntos extremos son { <8> , <(l)) , <§> , (g) } (visualmente seleccionados)
5

Convertimos el problema al poliedro en R* P = {x € R*: x| +x)+x3 = 2,8x1 +3xp+x4 =
8, x1,X2,x3,x4 > 0} que es equivalente a P en el sentido siguiente:

X1

X X
<1>EP <— dx3,x4>0: 2 er

X2 X3

X4

lo cual representa un cambio a la forma estdndar.

Entonces examinamos el sistema, haciendo la interseccién de cada dos ecuaciones, igualando las
otras a cero.

X1 +x+x3=2
8x1+3xp+x4 =38

X1,X2,X3,X4 > 0

Asignando valor nulo a dos variables cualesquiera podemos resolver el sistema de dos ecuaciones
que resulta, cada vez. Dando soluciones:

0 0 0 2 1 2
o [2 $ o [0 §
2 b 0 b %2 ) O ) 1 ) 0
8 2 0 8 0 0

Se observa que dos de estas soluciones no satisfacen la condicién de positividad (no pertene-
cen a P') y las cuatro restantes determinan en sus primeras coordenadas los extremos de P:

{0)-0)- (1) ()}

Esta relacion se expresa en el siguiente teorema de caraterizacion de puntos extremos. "

Teorema 1.3.1 — de caracterizacion de puntos extremos.
SeaP={x: Ax=b,x >0} con A € .#"™ ", rango(A) =my b € R™. Un punto x es punto
extremo de P si y solo si A puede ser descompuesta, reordenando sus columnas en la forma

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



18 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

A = [B,N], tal que:

x= (3] =[#,"]

con B € ./ (matriz basica), invertible, N € .#"*("~") (matriz no bésica), y tal que B~'5 > 0.

Ax=b [B]N]<XB> —b < Bxg+Nxy=b = Bxzy=b = xz=B'b

XN

Es decir, un punto x es punto extremo sii es una solucién bdsica factible.

A x € R™ se le llama solucién basica. xg € R™ con coeficientes de B € R™*™ invertible (variables
basicas) y xy € R"™" iguales a cero (variables no-basicas). El conjunto de variables bésicas se
llama la base.

Si xg > 0 es una solucién basica factible. Si ademas es 6ptimo, entonces se le llama solucion
basica factible optima. Si alguna variable basica es cero, se llama solucién basica factible
degenerada.

En las definiciones anterior, el uso de la palabra ’solucién’ se refiere al sistema de restricciones, no
a la funcién objetivo.

Como demostraremos mds tarde, si un programa linea tiene 6ptimo, entonces tiene una solucién

bésica factible 6ptima. Por lo tanto, es suficiente solo examinar solucién bésicas factible para
resolver un problema lineal.

Demostracién 1.4
<

B~ 'b :
Sea x = > 0. Se tiene que x € P, pues

0
Ax = [B,N] <Bolb> —b

Confirmamos que esto es un punto extremo. Sean u,v € P tales que x = Au+ (1 — A)v, para

algiin A € (0,1), es decir:
B~ 'b . U Vi
(o) =2(a)re-m ()

(1) Auy+(1—2A)v =B"'b
(2) Aup+(1—=A)a =0

De alli:

Como u,v € P, tenemos u,v > 0. Luego de (2) se tiene que up = vy = 0.

up

Como u € P, satisface Au = b, esto es [B, N| < 0

u==Xx.

> = Bu; = b entonces u; = B~ 'b, por lo tanto,

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



1.3 Puntos Extremos 19

De a misma manera se prueba que v = x, con lo que concluye que x es punto extremo.

(=) Supongamos ahora que x € P es un punto extremo con k < m primeras componentes
positivas y el resto cero. Reordenando las columnas del sistema, x puede escribirse como:

X1

Xk

conx; >0parai=1,....kk<m.

Notemos por A¥ la k-ésima columna de A. Luego A = [A!,... A"] y

k
Ax=b < XA =b
i=1

Probaremos que A!, ..., A son linealmente independientes. Supongamos que son linealmente
dependientes (e intentamos demostrar contradiccién), es decir que existen Uy, ..., U no todos
nulos tales que X, ;A" = 0.

Definamos el vector

Hi

0
y, para & > 0, construyamos los siguientes vectores

y=x+au
zZ=x—0Oou

Es claro que x = %y + %z y que y,z € P, para o suficientemente pequeiio.

Ademas, x # y,y # 7,z # x, por lo tanto x es combinacién convexa de dos puntos distintos en
P, = no es extremo. Esto es contradiccion.

Asi, A', ... AF son linealmente independientes, lo que implica, en particular, que k < m. Tam-
bién sabemos que m < n. Por tanto, podemos considerar B = (ay,...,d,dg+1,- - - ,dn) base y asi:

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



20 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

X1 X1
0
b=Ax=[B N] ’8‘ —B Jg +N|: = Bxp
0
o . n—m
0 n 0 m
— xp=B 'byxy=0yademis 0<xz=B"!b. -

= Ejemplo 1.9
Consideremos el poliedro dado por el sistema Ax = b donde sean

21 0 -1 1
=00 5 2) =)
Calculamos los puntos extremos del poliedro, mirando las bases que forman el sistema. (este

proceso es mirar las intersecciones de las restricciones por variables/columnas, realmente cogiendo
una matrix cuadrada de A que es linealmente independiente).

B = <(2) ) no invertible

1
B= <(2) 1> invertible B~ < 21> no positivo
2 -1 :
B= <0 ) > invertible B~'b = <‘1‘> positivo
2
1
B= <(1) 01> invertible B~ ( 1) no positivo
1 -1 3
B = (0 invertible B~'b = (f) positivo
2
0 - . . ..
B = <_1 ’ ) invertible B~ < > no positivo

Vemos que los casos B = (g _21> yB= < (1) _21> por el teorema de caracterizacién de puntos

extremos nos dan puntos extremos. El primer caso utiliza la primera y cuarta columnas de A,
entonces Xl = ( 0,0, ) El segundo caso utiliza la segunda y cuarta columnas de A, entonces
0,3,0,%

x"'=1(0,3,0,7). .
Corolario 1.3.1
Sea x € S, sin pérdida de generalidad podemos suponer que x = (xj,...,x4,0,...,0) con x; >
0,i=1,...,k < m. Entonces x es un punto extremo de S si u solo si las columnas {a; ...,ax} de
S son linealmente independientes.

otra definicién del libro? p17
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1.3 Puntos Extremos 21

Corolario 1.3.2
El nimero de puntos extremos de S es finito y menor o igual que ( . )
n!

Cm=—"
e (n—m)!m!

Demostracion 1.5
Hay a lo sumo (;’1) formas de elegir las m columnas independientes de A y cada matriz B esta
asociada a lo mds a un punto extremo. =

= Ejemplo 1.10

Consideremos el problema

min  z=—x; —2x,
s.a. —2x1+x <2
—x1+x <3
X1 S 3

x1,x0 >0

En forma estandar:

min  z=—x; —2x
s.a. —2x1+x0+s51 =2
—Xx1+x2+s52=3
X1+s3=3

X1,X2,51,52,53 >0

Si formamos el sistema de restricciones en la forma Ax = b:

X1
-2 1 1 00 X2 2
-1 1 0 1 0 si|=13
1 0 0 0 1 5 3
53

Para identificar los puntos extremos/soluciones factibles, formamos las bases y comprobamos B~'b.

5

Desde el corolario anterio, sabemos que hay como mucho (') = (3) = 10 puntos extremos.

-2 1 1 1 10 1 1 0
Bi=(-110],Bo=[10 1],...Bs=[1 0 0],...
1 0 O 0 00 0 0 1
Por ejemplo, usando como base (x,xz,s1) (es decir que igualamos (s2,s3) a cero), hallamos
XB =B 'p
-2 1 1 0 0 -1 0 0 -1
Bi=|[—-1 1 0],cofactor= 0 —1 1 ]|,adj(B;)=| 0 —1 —1] ,det(B;)=-1
1 0 O -1 -1 -1 -1 1 -1
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22 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

| 0 0
—1
= ———adj(B 0 1
U der(Br) B L
X1 3
0 0 2 3 X 6
xp,=B'b=10 1 1](3]=]6 = |si]|=]2
1 -1 1) \3 2 5 0
53 0

Vemos que esto es una solucién bdsica factible, y 6ptima en este caso.

Si analizamos otra base, (x2,s1,53):

0 -1 0 0 -1 0
Be=|-1 1 0 |,adjBe)=|—-1 1 0 |,det(Bs)=—1
0 0 -1 0 0 -1
0 1 0
o1 jBe)=|1 -1 0
o =
del‘(B6) 0 0 1
X1 0
0 1 0 2 3 X2 3
xpg=Bg'b=[1 -1 0| [3|=]-1 = |si|=[-1
0 0 1 3 3 52 0
853 3
Vemos que no cumple la condicién de no negatividad, entonces no es un punto factible. "

degenerate variables/solutions? pdgina 112 libro azul.

Teorema 1.3.2 — de existencia de puntos extremos.
SeaS=x:Ax=b,x>0conA € #"* ", rango(A) =my b € R™. Entonces S tiene al menos
un punto extremo.

Teorema 1.3.3 — de representacion de conjuntos finitos.
SeaS={x:Ax=b,x >0} conA € .#™", rango(A) =my b € R". Sean xi,...x; los puntos
extremos de S. Entonces x € S sii x puede escribirse como:

k
X = Z ;ij]'
j=1

k
YAi=1, A;>0,Vj=1,...k
j=1

Es decir, que en un conjunto convexo finito, cualquier punto factible se puede escribir como una
combinacién convexa de los puntos extremos.

= Ejemplo 1.11
Necesario? Es igual a la combinacién convexa de un conjunto convexo acotado. "
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Definicién 1.3.2 — Politopo.
Se llama politopo a la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos.

Desde esta definicién, vemos que todo politopo es envoltura de sus puntos extremos. Es obvio que
todo politopo es un poliedro, pero no al revés. No se puede formar una envoltura convex de un
poliedro no acotado.

= Ejemplo 1.12
Sea S = {x € R?: x, > |x;|}. Dado que

x> x| = xx>x1>-—x,x>0.

en forma matricial:
1 -1
-1 —-1]x<0.
0 1

La gréfica de la funcién es:

Vemos que el dnico punto extremo es (0,0)”, y no podemos definir ningtin punto de S como
combinacién convexa de sus puntos extremos. "

Direcciones y direcciones extremas

Conjuntos acotados/no acotados son importantes en problemas de optimizacion lineal cuando
pensamos en el comportamiento de la funcién objetivo. Si una funcién objetivo de un problema de
max crece en la direccion donde el conjunto factible estd no acotado, no existird el mdximo.

Para hablar de conjuntos convexos no acotados, es necesario definir una direccién de un conjunto,
y sus direcciones extremas.

Definicién 1.3.3 — Direccién de un conjunto.
Sea S C R” un conjunto convexo, un vector d € R",d # 0 es una direccion de S si x+ ud €
S vxeS,u>0.
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X
2

X

I

Figura 1.2: Direccién de un conjunto

» Ejemplo 1.13
Encuentra los puntos extremos y direcciones del conjunto poliédrico siguiente:

S={xeR?: x;+2x, <4}

Por ser un conjunto no acotado definido por una tnica restriccién, no existen puntos extremos.
Podemos graficar el conjunto:

To,
// 7
— P 'EN-X,\
e~ e o
-
-

Las direcciones del poliedro tienen que cumplir x + ud € S,Vx € S. Entonces tenemos

(x1 4+ pdy) +2(x2 + pd)

<4
X1 +2XZ+‘LL(d1 +2d2) <4

Si u > 0y también x| +2x, < 4, entonces d; +2d, < 0.

Direcciones = {(dy,d,) :dy+2d, <0}

= Ejemplo 1.14

Encuentra los puntos extremos y direcciones del conjunto poliédrico siguiente:

S = {xERz DX +2x > 2, —x; +x =4,x1,x > 0}

¢
54
' = 3
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Vemos que el Gnico punto extremo es (0,4).

Para las direcciones miramos ambas restricciones, considerando la definicion de una direccion.
X1+ ud +2(xo+uda) >2 —xp—pdy+xo+ udy =4
x1+2x0+u(di+d2) 22 —x1+xa+pu(dr—d) =4

Si tenemos x| +2x; > 2, —x; +x, =4, entonces d| +2d, > 0y d» —d; = 0. Por su interseccién
dy =d,.
direcciones = {(a,a) : a € R"}

Lema 1.3.1
Consideremos el poliedro S = {x: Ax = b,x > 0}, entonces d es una direccion de S si y solo si
d satisface el sistemaAd =0y d > 0.

Si Ax = b,x > 0 con direccion d, entonces x y x + ud son ambos factibles por todo u > 0.
Entonces Ax=b = A(x+ud)=>b = Ax+uAd=>b = Ad =0.

= Ejemplo 1.15

Consideremos el problema

minimizar = —x] —2X»
s.a —2x1+x <2
—x1+x <3

x1,x > 0.

La region factible es:
gréifica

Demuestra que d; = (1,0)7 es una direccién de la regién. Determine las direcciones del problema
escrito en forma estandar y verificar que cumplen Ad =0y d > 0.

Direccién d; = (1,0)7 :

Si d; es una direccion de la region factible, tiene que pertenecer a la regién x + pd; con yu > 0, Vx
factible. Para esta direccién, vemos que x+ pd; = (x; + ,u,xz)T. Para demostrar que es direccion,
tenemos que confirmar que cumple las restricciones de la region factible: —2x; +x2 <2, —x; +xp <
3,x1,x0 > 0.
Si x1,x, pertenecen a la regidn,
—2(x1+ ) +x=—2x]+x, —2u
<2-2u (—le +x2 §2)
<2 (u=0)
y también
—(x1 ) Fx2 = —x1+x2 —p
<3-pu
<3 (u=0)
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También tenemos x; + 1 > 0,x; > 0. Entonces, confirmamos que d; es una direccion de la region
factible.

El sistema en forma estandar:

minimizar z= —x; —2xp
s.a —2x1+x2+51 =2
—X1+x+s5=3

X1,%2,81,852 > 0.

La inclusién de variables de holgura se puede tratar como una forma de parametrizar las restriccio-
nes, entonces hacemos el siguiente cambio al sistema (sin perder la no-negatividad):

x1=144 -2
Xo =441 —24
s1 =M

2=

(estamos tratando s1,s7 como variables libres. Variables que van a aparecer en la solucién.)

Para sacar las direcciones, usamos la propiedad x + ud € S,Vx € S. Teniendo en cuenta que L1, Uy
también tendran las direcciones d3 y d4 respectivamente:

si=AM  —  situds=A+uds — dy=ds
de la misma forma dy = dj.

Six; =1+ A; — Ay, usando x+ ud y cancelando, tenemos

x1+pdy =1+ A +pds — Ay — pdy
di=dz—d4

Six; =4+ A —2A,, usando x+ ud y cancelando, tenemos

X+ pdy =4+ A+ pds — 24, —2udy

dr =d3z—2dy
Por lo tanto,
dy—dy
| 43 —2d,
d= ds
dy

donde d3,d4 > 0.

Definicion 1.3.4
Dos direcciones d; y d5 se dirdn iguales si y solo si d| = ad, para algtin o > 0.
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Definicion 1.3.5 — Direccion Extrema.

Sea S un convexo cerrado y d € R” una direccién de S. Se dice que d es una direccién extrema
si no puede expresarse como una combinacion lineal positiva de dos direcciones distintas. Es
decir, sid = u1dy + tado Uy, Up > 0, entonces d = dy = dj.

X
2

Figura 1.3: Direccién extrema de un conjunto

Teorema 1.3.4 — de caracterizacion de direcciones extremas.

Sea un poliedro S = {x : Ax = b,x > 0} con A € .#™", rango(A) =my b € R™. Un vector d es
una direccién extrema de S si y solo si A puede ser descompuesto como [B|N] donde B € .2
es invertible y d es un miltiplo positivo de d = (_Be_,-l “f) con B~ la ;7 <0, donde a; € N (es un
vector columna de N) y e; es un n—m vector de ceros excepto en la posicion j donde tiene 1.

Corolario 1.3.3
El nimero de direcciones extremas de S es finito y menor o igual que (n —m) ( . )

Demostracion 1.6
Hay a lo més (") formas de elegir B! y como hay n — m columnas en N, entonces (1 — m) (")
L . . . g
es el niimero maximo de direcciones extremas.

= Ejemplo 1.16
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m Ejemplo 1.17 Usando un ejemplo anterior, consideremos un poliedro en al forma canénica dado
por las matrices:

De acuerdo al corolario anterior, existen (4 —2) (3) = 12 posibles direcciones extremas. Solo

consideramos el siguiente caso: tomamos la matriz B formada por la segunda y cuarta columnas de
1

ap=(b ! .Luego N = 20 yB7IN = 2 7). El producto de B! con la primera
0 2 0 -1 0 -1

columna de N no es negativo, no nos permite calcular una direccién extrema. Sin embargo, el
producto con la segunda columna de N es negativo. Ordenamos la informacién para deducir la
direccion extrema correspondiente: d = (0111)7. .

Teorema 1.3.5 — de representacion de conjuntos poliedricos.

SeaS={x:Ax=b,x >0} conA € .#™", rango(A) =my b € R". Sean x1,...x; los puntos
extremos de S y dy,...d; las direcciones extremas de S. Entonces x € S sii x puede escribirse
como:

k [
X = Z)ijj'-f-Z[.L,'d,'
=1 =

Es decir, que cualquier punto factible del sistema puede ser expresado por una combinacién convexa
de los puntos extremos, mas una combinacion lineal de las direcciones extremas.

= Ejemplo 1.18
Consideremos el problema

minimizar z= —x; —2x»
sujeto a
—2x1+x <2,
—x1+x2 <3,
x1,Xx2 > 0.

-1 1
problema, y sus puntos extremos, ilustrado en Figura 1.4.

El sistema de restricciones Ax = b con A = <_2 1> y b= (g) nos da la regién factible del

incluye la resolucién para los punto extremos?
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v - x.
(3 ; //i".‘.'
/,/((L _‘,'
ALy, S\ N
- T - \ T T —
= - Tz { L 3 I

Figura 1.4: Region factible no acotada

Vemos que en el triangulo formado por los puntos extremos, podemos escribir cualquier punto
factible como una combinacién convexa de dichos puntos extremos. Sin embargo, el resto de la
regidn factible no se puede expresar igual.

Por ejemplo, el punto y = (2,1)” no puede estar expresado como una combinacién convexa de los

puntos extremos x, = (0,0)7,x, = (0,2)" y x. = (1,4)T. Comprobamos esto con la solucién del
sistema de ecuaciones dado por la definicién de una combinacidén convexa:

Mxg+Aoxp+Asx. =y

M+ +A3=1
A, A2, A3 > 0.
En forma matricial:
0 01 M 2
0 2 4 Mhl=11
1 1 1 A3 1

La solucién tnica de este sistema es A; = %,lz = _77,13 = 2. Necesitamos A > 0, entonces
y=(2,1)T no se puede expresar como una combinacién convexa de los puntos x,,x; y Xc.

Si calculamos las direcciones extremas de este conjunto

Teorema 1.3.6
P={x€R":Ax = b,x > 0} # 0 tiene al menos una direccién extrema si y sélo si P es no
acotado.

Demostracion 1.7
(=) Si P tiene una direccién extrema d, entonces es no acotado puesto que Vx € P se tiene
que x+Ad € P,YA > 0y por tanto lim, .. ||x+ Ad|| = eo.

(«<=) Supongamos que P es no acotado y que no posee direcciones extremas. Luego, por el
teorema anterior, todo punto x € P puede escribirse de la forma x = Zf-‘: | Aixi, para algunos
Ae01],Vi=1,... kY5 A=
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Por la desigualdad triangular

1

k k k
||x|\:]|27t,~x,'||§ liHXiH§Z,||XiH<°<> VxeP
i=1 =1 i=1
lo que contradice que P sea no acotado. =

1.3.2 Teorema fundamental de la programacion lineal

Consideremos el problema de programacién lineal en forma estandar

min  c’x (PPL)
sa Ax=b
x>0

donde A € R™" b € R"y ¢ € R". Sea P el poliedro P = {x ¢ R" : Ax=>b, x > 0}.

Teorema 1.3.7 — Teorema fundamental de la programacion lineal.
Consideremos (PPL), factible. Sean xj,...,x; los puntos extremos y dj, .. .,d; las direcciones
extremas del conjunto factible.

PPL tiene solucién 6ptima sii ¢! d i > 0para j=1,...,]. Ademds dicha solucién siempre se
alcanza en uno de los puntos extremos del conjunto factible.

Demostracion 1.8
<= Planteamos el problema PPL. Por el teorema de representacién de conjuntos poliédricos, si
x € P podemos escribir

l
)kak—l-Z[.Ljdj, A,u >0, Z),:l.

Jj=1

X =

M»

Il
e

y podemos reescribir PPL como

min T Ax+Y ud]

Como cTd >0 =

Z?Lch+ Z,uch > chTx > ZACT)E = CTXZA =cl'x
siendo X el punto que minimiza a ¢’ x; = ¢’ ¥ es el valor minimo y ¥ es un punto extremo. (por

usar el teorema de representacién de conjuntos poliédricos)

= (R.A) Supongamos que 3 j: ¢’d; < 0. Sea x € P fijo, x+Ad; € P con A > 0 por ser d;
una direccién extrema = ¢’ (x+Ad;) = cTx+Ac’d; — —oo (cuando A — +o0) por ser ¢’ x

constante y ¢’ d; < 0. Entonces el problema no tiene solucién éptima —<—. = c’d > 0.
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Problemas

1. Resuelve graficamente los siguientes problemas

minimizar z = 3x] +x2 minimizar z=x; —2x,

s.a x1—x <1
3x1+2x <12

s.a X1 —2x >4

xp+x <38
2x1+3x <3 X1, > 0.
—2x14+3x2>9
x1,x > 0. d.
b. minimizar 7= —X] —X
maximizar 7= x| +2x, sa  xp—x>1
s.aa  2x14+x > 12 X1 —2x32>2
X1 +x>5 x1,x2 > 0.
—x14+3x <3
6x1 —xp > 12
x1,x2 > 0.

2. Halle (grdficamente) todos los valores de a tales que (—3,4)7 es la solucién del siguiente
problema.

minimizar z=ax;+ (2—a)x;
s.a dx; +3x <0
2x1+3x, <7
x1+x <1

3. Convertir los siguientes problemas lineales a la forma estandar

a b.
maximizar 7z = 3x; + 5xp —4x3 minimizar 7 = x; — 5xp — 7x3
s.a Tx1 —2xy—3x3 >4 s.a Sx1 —2xp+6x3>5
—2x1 +4x 4+ 8x3 = -3 3x1+4x—9x3 =3
Sx1—3x—2x3<9 Tx1+3x+5x3 <9
x12>21,x<7,x3>0 x> =2

4. Consideremos el sistema linea

x1+4x, =4
2x1 +5xp = 3.

(Cual es la matriz de coeficientes A? Resolver el sistema con su inversa.
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5. Consideremos el problema lineal

maximizar z= —5x; —3x;+7x3
s.a 2x1 +4xy +6x3 =7
—x1+x <3

3)61 —5X2+3X3 < 5
—4x1 — 9% +4x3 < —4
x12>2=2,0<x<4

Convertir el problema a la forma estandar, sin hacer el cambio x3 = x; — x;. Demostrar que
el problema se reduce a un problema equivalente con una variable y una restriccién menos,
eliminando x3. ;Por qué no se puede hacer lo mismo con variables con restricciones de no
negatividad?

6. Cual es el conjunto de puntos extremos de S = Cy(U ) donde U = { <8> , G) , (;) , <_42> , <

7. Consideremos el problema lineal

minimizar z= —5x; —7x»
s.a —3x1 +2x+ <30
—2x1+x <12

x1,x0 >0

Dibujar la regién factible.
Determinar los puntos extremos de la regién factible (visualmente).
Determinar las direcciones de la region factible.
Convertir el problema a la forma estandar.
Hallar los puntos extremos de la forma estdndar.
f. Hallar las direcciones extremas.
8. Sean {dj,...,d;} direcciones extremas del poliedro S = {x : Ax=b,x > 0}. Demostrar que

o0 op

Py

con ¢; > 0 también es una direccidn extrema.
9. Consideremos el problema lineal

minimizar 7z =2x; —3x;
s.a 6x1 + 8xp+ <24
Xy —2x1 <2
x1,%2 20
Representar el punto x = (1,1)” como una combinacién convexa de puntos extremos, y si

necesario, una direccién extrema. Hallar dos representaciones.
10. Consideremos el problema lineal

minimizar 7z =Xx; —X»
s.a X1 +x+<5
X1 +2x2<6

x1,x2 >0
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a) Cambiar el problema a la forma estandar.
b) Demostrar que [0,3,2, O}T es una solucién bésica factible. ;Cuales son las variables
basicas correspondientes?
11. Consideremos el sistema de restricciones lineales

2x1 +x, < 100
x1+x2 <80
x; <40

x1,x2 > 0.

a. Escribir el sistema en forma estdndar y determinar las soluciones bésicas (factible y no
factibles).
b. Determinar los puntos extremos del conjunto en forma estdndar y canonica.
12. Consideremos el problema

minimizar 7= —5x; —7x»
s.a —3x1+2x+ <30
—2x1+x <12

x1,x2 >0

a. Dibujar la regién factible.

b. Determinar los puntos factibles y dos direcciones distintas

c. Representar el punto x = (6,12)” como una combinacién convexa de los puntos extre-
mos, y si es necesario, una direccién

d. Razonar sobre si este problema tiene minimo o no

e. Convertir el problema a forma estdndar y hallar los puntos extremos y las direcciones
de este problema. Verificar que las direcciones cumplen Ad = 0,d > 0.
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(2. Método Simplex

Introduccién
Método Simplex

Los teoremas del tema anterior aseguran que para buscar el 6ptimo de (PPL) basta buscar entre las
soluciones bdsicas factibles. (es decir, los puntos extremos.)

En resumen, el método Simplex empieza desde una solucién bdsica factible de un problema lineal
escrito en forma estandar, comprueba si es Optimo y si no, calcula direcciones extremas y mueva
hacia otra solucién bésica factible que reduce el valor de la funcién objetivo. Este proceso se repite
en iteraciones, hasta llegar al éptimo.

Demostramos el método con un ejemplo:

minimize z= —x|—2xp
s.a —2x1+x <2
—x1+2x <7
X1 S 3
X1,X2 2 0
En forma estandar:
minimize 7= —x]—2x
s.a —2x14+x+s51=2
—X1+2x0+52 =7
X1+s3=3

X1,X2,81,82,53 > 0

donde la regién factible estd dibujada en la siguiente gréifica
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Tenemos que empezar desde una solucion bésica factible. Su eleccién es importante, y lo hablaremos
maés adelante. Por ahora, en este ejemplo tenemos una variable de holgura en cada restriccién. Por
lo tanto, sus coeficientes forman la matriz de identidad, y es una solucién bésica factible obvia.

—2
A= -1
1

S N =

1
0
0

o = O
- o O

Cogemos como base s1,s57,s3 variables basicas, y x1,x, = 0 variables no-basicas, viendo que
s1,82,53 salen positivas.

1 00 S1
B=10 1 0], xp=|%
0 0 1 53
Dando como solucién basica factible:
(xix251 82 53) =(00273)7
que corresponde con x, en la grafica.

Probamos a ver si este punto es 6ptimo. Para determinar esto, deberiamos mirar si existen direc-
ciones factibles tales que el valor de la funcién objetivo decrece. Escribimos las restricciones en
términos de las variables no-bésicas:

S1=242x1—xp
s =T+x1—2x

s3=3—x;

Cualquier otro punto factible se puede encontrar cambiando los valores de las variables no-bdsicas
x1,X». Las variables bésicas tienen valor 0 ahora mismo, y todas las variables tienen que ser positivas
para ser factibles, por lo tanto solo podemos aumentar el valor de una de ellas.

Nuestro objetivo es minimizar la funcién objetivo z = —x; — 2x,, cuyo valor actual es 0. Entonces
si cualquiera de las variables no-bésicas x1,x, aumenta en valor, el valor de la funcién objetivo
reducird. Por lo tanto, la base actual no es 6ptimo.

Para mover a otra base (otra solucion bdasica factible) el miitodo de Simplex cambia una variable
basica por una variable no-bésica. (esto corresponde a mover entre soluciones bdasicas factibles
adyacentes). En este caso tenemos dos variables no-basicas, x;,x,. Elegimos la variable no-basica
con mayor coeficiente (absoluto), con la esperanza de llegar antes al 6ptimo. Con funcién objetivo
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7= —x1 — 2x, vemos que la variable x, tiene mayor coeficiente, aunque por tener una regioén
acotada no podemos aumentarlo demasiado.

Fijando en las restricciones, y teniendo en cuenta que ninguna variable puede ser negativa, entonces
si quedamos con x; = 0 solo podemos aumentar x; hasta que s1,s, 0 53 llega a 0.

Si aumentamos x, a 2 en la primera restriccién, tenemos s; = 0y so = 3, correspondiente al punto
Xp en la grafica. En la segunda restriccién, vemos que s, = 0 cuando x, = %, dando 51 = —% <0,
correspondiente al punto infactible x.

Entonces x, entra en la base con valor 2, y s sale de la base con valor 0. La nueva solucién bésica
factible es:

(X1 X2 51 52 S3)T = (O 203 3)T
_ T _ T
donde xg = (x2,52,53)" y xy = (x1,51)" .
El dltimo paso en la iteracion es cambiar el problema a la base nueva. Re-escribimos la funcién
objetivo para solo contener variables no-bdsicas, y re-escribir las restricciones en términos de las

variables no-bdsicas. (asi podemos hacer el andlisis de antes, en la siguiente iteracién). Usamos una
restriccion para remplazar la variable entrando en la base x; por x, = 2+ 2x; — 51, dando

minimizar z= —4—5x; +2s1
con restricciones en términos de las variables nobasicas:

X2 =2+x1—95]
sy =3 —3x;+2s;

s3=3—1x

con todas las variables no negativas. Tenemos x; = s; = 0, dando valor objetivo z = —4. Con
variables bdsicas xp = 2,5» = 3y 53 = 3. Esto acaba la primera iteracién del método de Simplex.

Empezamos la siguiente iteracion, probando optimalidad de la solucién basica factible, cambiando
variables etcetc. En este caso, llegamos hasta x,; donde vemos que es el éptimo.

Férmula general

Ahora consideremos el problema lineal general, donde asumimos que el problema tiene » variables
y m restricciones de igualdad linealmente independientes.

min  z=c'x
s.a Ax=b>b
x>0

con A € R™*",

Sea x una solucién basica factible, con el problema ordenado tal que

XB
X = ,
XN
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donde xp es el vector de la variables bésicas y xy es el vector de las variables no-bdsicas (nulas). La
funcién objetivo se puede escribir como

T T
= CBXB—'_CNXN?

donde los coeficientes de las variables basicas estdn en cp y de las no-bdsicas en cy. Las restricciones
se pueden escribir como

Ax=Bxp+Nxy=b
xp=B"'b— B 'Nxy.
Sustituyendo en la funcién objetivo:
z=chB b+ (ck — cEB7IN)xy.
Si definimos y = (¢;B~!)T = BT ¢p, podemos reescribir z como
2=y'b+(ch —y"N)xy.

Al vector y se le llama los multiplicadores Simplex. El valor actual de las variables bésicas y la
funcién objetivo se obtiene con xy = 0:

xg=b=B"1b 2=ctB b

Definicién 2.2.1 — Coste reducido.
Sea ¢; el nimero en el vector ¢, = (c§, — cEB~IN) correspondiente a x;. Al valor ¢; se le llama

el coste reducido de la variable x;.

Analizamos los costes reducidos del problema, donde un cambio en las variables en la base
provocard un cambio en la funcién objetivo.
1. Si —¢k, > 0, mejoramos el valor de la funcién objetivo con un cambio en una variable
no-béasica. Consideremos X = £+ Ad,, con direccién:

_np-1
dk _ < B ak)
€k

i=cx=c" @+ Ad) =2 A(ckB 'ap —cl)

En la funcién objetivo:

Tenemos —¢k = —ck, +cEB~IN > 0,1 > 0, entonces 7 < 2. — mejor solucién.

Tenemos que comprobar que X sigue siendo factible. Comprobamos Ad, = 0, por ser direccién
extrema del conjunto.
AXx=Ax+AAdy=b, A >0

Para garantizar que £ > 0, miramos al signo de B~'A;:

a. Si (B7'A); <0, entonces dj, > 0y £ es factible por todo A. Por el teorema de caracte-
rizacion de direcciones extremas, dj es una direccion extrema del poliedro tal que la
funcién objetivo es:

cldy = —ch(B'A)+cr=—¢4 <0

lo cual indica que en esa direccin, la funcion objetivo decrece sin limite (A > 0).

=—> (PPL) no tiene solucién optima finita.
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b. Si (B~'A); > 0 para alguna variable bdsica con indice i, miramos la base por variables
i ()CB),' = bi — d,-ykxi.

Entonces la variable x; puede crecer, sin violar la restriccién de no negatividad, segtn:

£;= min L (B*Ia-)k>0 ,
1<j<m | (B~ 'a;)k /

donde el minimo para £; identifica la nueva variable no-bdsica que sale de la base. Los
nuevos valores de las variables bésicas y la funcién objetivo se puede calcular segiin:

XB <—XB—(BilA)kXAk 24 74 Crxy
La variable x;, estd asignada el valor £ y las variables no-bdsicas siguen con valor cero.

2. Si —¢% <0, ninguna variable no-bésica puede provocar una mejora en la funcién objetivo,
2 <z— SOLUCION OPTIMA.

a. Si —¢k <0 V variables no-basicas = SOLUCION OPTIMA UNICA.

b. Si —¢% = 0 por alguna variable no-bdsica, tendremos varios 6ptimos. (lo estudiamos
aparte)

Algoritmo Simplex
Ahora podemos resumir el método simplex en sus pasos, empezando desde una matriz base B
correspondiente a la solucién bdsica factible x3 = b = B~'b > 0. Los pasos son:
1. Probar Optimalidad - Calcular yT = c5B~1. Calcular coeficientes ¢§, = ¢l —yTN. Si ¢, > 0,
la base actual es 6ptima. Si no, elegir una variable no-bdsica (variable entrada) x;, con ¢; < 0
para entrar en la base.
2. Incrementar variable entrada - Calcular At = B~ 1A, los coeficientes de la variable entrada.

Buscar indice i tal que
ZA)S Igi
— = min ¢ — :d;; >0,.
aw 1§l§l’l’l am

Este paso determine la variable para salir de la base.
3. Actualizar - Calcular la matriz base B y el vector de las variables bésicas xp.

La prueba de optimalidad es local porque solo incluye los costes reducidos en la base actual. Sin
embargo, problemas lineales son convexos por definicidn, entonces el 6ptimo local es también
global.

= Ejemplo 2.1
Siguiendo con el ejemplo anterior, tenemos:

H
o=
i
o~ o
— o O

SY

I
PSRN

o

I
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42 Capitulo 2. Método Simplex

Empezamos desde la base formada por las variables de holgura xz = (s1,52,53)7, dando xy =
(x1,x2)7. Entonces tenemos B=1= B! ck = (0,0,0),ck = (—1,-2) y

-2 1
N=|-1 2
1 0

entonces tenemos variables basicas x3 = b =B~ 'b = (2,7,3)".

Paso 1 - Probar Optimalidad

Calculamos los coeficientes Simplex y' = c5B~! = (0 0 0) y el coste reducido ¢, = ¢k —y'N =
(-1 =2).

Ambos componentes de cf, son negativos, entonces la base no es 6ptima. (c}{,)z tiene el valor
absoluto més grande, entonces elegimos la variable no-bdsica x; para entrar en la base (variable
entrada).

Paso 2 - Incrementar variable entrada
Calculamos la columna entrada

; ol oy 7
dando ratios de cambio By = 2y s =1
El primero es menor, entonces la primera variable bésica sale de la base (sy).
Paso 3 - Actualizar

Entonces la base nueva es
2 1 0
xp=xz— (B A= |7]-2]2=13
3 0 3

Entonces x; entra en la base con valor 2. Acabamos con base nueva xg = (x2,52,53)7 y variables
no-bdsicas xy = (x1,s1)7. Actualizamos las matrices:

1 00 1 00 -2 1
B=1|21 0|, B'=[-21 0], N=[-10
00 1 0 0 1 1 0
con ¢k = (-2,0,0) y ¢k = (—1,0).
2
xg=b=B"'"b=|3
3

Pasamos a iteracién dos:

Paso 1 - Probar Optimalidad

Calculamos los coeficientes Simplex y7 = cEB~! = (-2 0 0) y el coste reducido ¢§, = cf, —yTN =
(-5 2).

El primer componente de ¢ es negativo, entonces la base no es éptima. Elegimos la variable
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no-bdsica x| para entrar en la base (variable entrada).

Paso 2 - Incrementar variable entrada
Calculamos la columna entrada

Al :B_lAl = 3
1
by _ by _

dando ratios de cambio =1y o= 3. Entonces la segunda variable en la base es la variable

saliendo de la base (7).

Observacion: d;; < 0, entonces no se puede modificar.

Paso 3 - Actualizar
Entonces la base nueva es

2 -2 4
xg=xg— (B 1At = 3] - 1={0
3 1 2

Acabamos con base nueva xp = (x2,x1,53)7 y variables no-bésicas xy = (s2,s1)7.

1 -2 0 —é 200 0 1
B=|2 -1 0|, B'=[-%2 L of, N=[10
2 1
0 1 1 z -1 0 0
con ¢} = (=2,—1,0) y ck = (0,0). Entonces,
4
xg=b=B"'b=[1
2

Pasamos a iteracion tres:

Paso 1 - Probar Optimalidad

Csalculimos los coeficientes Simplex y/ =cEB~1 = (3 —3 0) yel coste reducido ¢§, = ¢, —y'N =
(3 —3)

El segundo componente de ¢%, es negativo, entonces la base no es éptima. Elegimos la variable
no-bésica s| para entrar en la base (variable entrada).

Paso 2 - Incrementar variable entrada
Calculamos la columna entrada

1
Az :BilAz = —%

dando ratio de cambio = 3. Entonces la tercera variable en la base es la variable saliendo de la

base (s3).

by
asp

Paso 3 - Actualizar
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Entonces la base nueva es

4 -1 3
xp=xp— (B AR =[1]-|-2|3=(3
0

Acabamos con la base xp = (x2,x1,51)7 y variables no-basicas xy = (s2,53)7 .

1 -2 1 0 5 3 0 0
B=[2 -1 0], B'=|0 0 1], N=[10
0 1 0 1 -1 3 0 1

con ¢k = (=2,—1,0) y ck = (0,0). Entonces,
5
xp=b=B"'b=|3
3

Pasamos a iteracidn cuatro:

Paso 1 - Probar Optimalidad

Calculamos los coeficientes Simplex y7 = cEB~! = (0 —1 —2)y el coste reducido ¢ =
ch—yIN=(12).

La base es dptima, por no tener coste reducido negativo.

Forma tabla

El método Simplex se suele escribir en la forma tablada, cuando se resuelve a mano. Aparte de
presentar los coeficientes en una forma fécil de leer, la tabla deja el usuario actualizar la matriz
inversa en cada iteracion usando operaciones de Gauss, en vez de calcularla de nuevo.

Un problema lineal escrito en la forma estdndar tiene tabla:

Basica xg xy Valor

T T
—Z CB CN 0

XB B N b

donde la parte inferior de la tabla contiene la matriz A, la segunda fila contiene los coeficientes de
las variables en la funcién objetiva, la primera columna as variables bdsicas y la dltima columna los
valores de las variables y la funcién objetivo.

Observacién: Aparece —z por costumbre de convertir la funcién objetivo en —z+ ¢’ x = 0.
Consideremos el ejemplo anterior para demostrar:

minimize z= —x1—2x
s.a —2x1+x2+s51=2
—X1+2x0+52 =7
X1+s3=3

X1,X2,581,82,53 > 0
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Con tabla inicial

Basica x; x» s s» s3 Valor
—Z -1 2 0 0 0 0
S1 2 1 1 0 0 2
5 -1 2 0 1 0 7
53 1 0 0 0 1 3

Si elegimos las variables de holgura para ser la base inicial, tenemos la tabla en forma general:

Basica xp XN Valor
—2Z 0 ch—cEBIN —cIB b
X 1 B~'N B~ 'b

El método Simplex empieza con paso 1, optimalidad. En nuestro ejemplo, los costes reducidos de
las variables no-bésicas son negativos. Entonces la base no es 6ptima. El coste de la variable x,
tiene el mayor valor absoluto, entonces es la variable entrada.

Para determinar la variable salida en paso 2, fijamos en los valores positivos de los coeficientes, y
calculamos los ratios b, /di;. Vemos en este ejemplo que las restricciones s y s, tienen coeficientes
positivos, y si dividimos la dltima columna por estos coeficientes tenemos by Jdi12=2/1y by [Grn =
7/2. El minimo de los ratios es en la primera restriccion, entonces la variable salida es s;.

En la tabla, marcamos la variable entrada y también la variable pivote:

Basica xj xiz s1 s» s3 Valor
-z -1 2 0 0 O 0
51 2 1 0 0 2
52 -1 2 0 1 0 7
53 1 0 0 0 1 3

El tercer paso del método actualice los valores en términos de la base nueva. Esto se puede conseguir

usando la forma general de la tabla de antes, o bien usando Gauss para transformar la columna de
0

la variable entrada en (1)

0

En este caso, sumamos 2 veces la fila s a la fila —z, y restamos 2 veces la fila s; de la fila de s5,
acabando con:

Basica X1 X2 5

%]
[’S)
2]
(98]
S
=
o
=

—Z S5 0 2 0 O 4
X2 2 1 1 0 0 2
52 30 2 1 O 3
53 1 0 0 0 1 3

Vemos que las base no es éptima, y que la variable entrada es x;. Dos restricciones tienen coeficientes
positivos, y los ratios dan 3/3 y 3/1 respectivamente. Por lo tanto, s, es la variable salida.
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Basica xil xp §1 s> s3  Valor
-z S 0 2 0 O 4
X 2 1 1 0 O 2
9 0o 2 1 0 3
53 1 0 0 0 1 3
Haciendo operaciones llegamos a:
L. 1
Basica x1 x» s sp s3 Valor
-z 0 0 -3 3 0 9
xx 0 1 —3 $ 0 4
xx 1 0 -3 1 0 1
ss 0 0 |3 =% 1 2
siguiente iteracion
.. 1
Basica x; x» s s s3 Valor
—Z O o o 1 2 13
xx 0 1 0 5 3 5
X1 1 0 0 0 1 3
s;. 0 0 1 -1 2 3

No hay ningin coste reducido negativo, por lo tanto la base es 6ptima. Vemos que la solucion es
= —13,)61 = 3,X2 = 5,S1 =3.

2.2.3 Soluciones Multiples

Un problema lineal puede tener varias soluciones dptimas, que ocurre cuando el coste de una
variable no-bdsica es cero en la base éptima.

= Ejemplo 2.2
Consideremos el problema lineal
min 7= —x
saa —2x1+x<2
—x1+x <3
x1 <3
x1,x2 >0

Completando una iteracién del método de Simplex, tenemos la tabla:

Basica x; x» s s s3 Valor
—z 0O 0 0 o0 1 3
S1 O 1 1 0 2 8
52 0O 1 0 1 1 6
X 1 0 0 0 1 3

Vemos que la base es 6ptima (ningtn coste reducido negativo) pero el coste reducido de la variable
no-bdsica x; es cero también. Esto indica que si entrara en la base, la funcién objetivo no cambiaria
y serfa 6ptima. Si hacemos el cambio:
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Basica x; x» s; s» s3 Valor
—Z 0O 0 O 1 3
81 0 0 1 -1 1 2
X 0O 1 0 1 6
X1 1 0 O 1 3

(el ratio 8/1 es mayor que 6/1, por lo tanto elegimos el menor).

La base nueva es ptima otra vez (ningtn coste reducido negativo) pero también el coste reducido
de la variable no-bdsica s, es cero, y entramos en bucle. Vemos que ambas soluciones son optimas.

Observacion: Cualquier combinacion convexa de las dos soluciones también serd 6ptima, y
corresponden a un lado del conjunto factible.

Fz
3
2 / /
///
2 e
Por lo tanto tenemos valor 6ptimo z* = —3, y solucién x = { (x1,x)R? : x = A1x; +Axx2, A1 + 4 =

17117)“2 20}

Problemas no acotados

En el segundo paso del método de Simplex, cabe la posibilidad de tener un problema no acotado. Si
@;; > 0 la variable bésica (xp); decrecerd cuando la variable entrada x; crece, y (xg); tendrd valor

cero cuando x; = % Si d;; <0 Vi, entonces ninguna de las variables bésicas decrecerd cuando x;
crece. Esto implica que x; puede crecer sin limite y la regidn factible es no acotado. La funcién
objetivo cambiard por ¢,x;, cuando x; crece. La variable entrada ha sido elegida porque ¢; < 0,
entonces la funcién objetivo decrecerd sin limite y no existe un minimo finito.

= Ejemplo 2.3
Consideremos el problema lineal siguiente

minimizar = —x] — 2X»
s.aa.  —x1+x <2
—2x1+x <1

x1,x0 >0
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Después de dos iteraciones del método de Simplex, la base actual es xp = (x1,x2)7 con xy =

(s1,52)7,
(11 (1 -1
s=(50)  #=( 0

En esta iteracion, xg = (1,3)7 y los costes reducidos para las variables no bdsicas son ¢ = (5, -3),
indicando que la base actual no es éptima. Por tener coste reducido negativo, s, es la variable
entrada, con columna entrada:

A —1

AS2 = (_1) i

donde ambos valores son negativos, entonces no hay candidato para la prueba del ratio. El valor de

la funcién objetivo se puede decrecer sin limite, y el problema no tiene minimo finito.

Su gréfica:

41
o, = L

iffﬁ*l

M

La solucién basica factible actual es (x,x2,51,52)7 = (1,3,0,0)7. Desde la ecuacién xz = b — Ay, s,
podemos decir que todos los puntos de la forma

\

X1 1
X 3
51 - 0
52 0

+ X4

—_ O = =

son factibles. Sea d = (1,1,0,1)”. Es facil ver que d > 0 y que Ad = 0 donde
-1 1 1 0
A= (—2 1 0 1)
es la matriz de los coeficientes en forma estandar.

Entonces, d es una direccién extrema de la regién factible. ¢’ d < 0, entonces la funcién objetivo
decrece cuando s, crece, demostrando que el problema es no acotado.

Punto Inicial

En los ejemplos anteriores, el método Simplex ha sido arrancado con una base inicial formada por
las variables de holgura. Si una restriccion no incluye una variable de holgura, esto no serfa posible.
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En estos casos, hay que usar un método para buscar la primera base factible, usando variables
artificiales.

Consideremos el problema lineal

minimizar 7z = 2x; + 3x»
s.a. 3x1+2xp =14
2x1 —4xy > 2
dx; +3x, <19
x1,x2 >0

En forma estandar:

minimizar z=2x; + 3x;
sa. 3x1+2x =14
2x1—4xy) —e1 =2
dx; +3x2+51 =19
X1,%2,e1,81 >0

Vemos que la primera restriccién no contiene una variable de holgura. (También la variable e; no
tomaria un valor positivo en la base).

Introducimos variables artificiales a; a cada restriccién que no contiene una variable de holgura s;:

minimizar 7z = 2x; +3x»
s.a. 3x1+2x+4a =14
2x1 —4xy—e1+ar =2
dx14+3x+s1 =19
X1,X3,€1,81,d1,a; >0

Ahora podemos formar la base xp = (a1, as, sl)T. Las variables artificiales no pertenecen al proble-
ma original, entonces esta base no corresponde a una solucién bdsica factible.

Existen varios métodos que usan esta base para pasar a una base factible, donde las variables
artificiales reducen a cero. Entonces, la solucién seria factible en el problema original.

Método de M grande

En este método, la funcién objetivo estd penalizado con el constante M > 0 grande y las variables
artificiales: 7 = c'x+MY a;.
En nuestro ejemplo:

minimizar 7= 2x; +3x2 +Ma; +May
s.a. 3x1+2x+4a =14
2x1—4xy)—e; +ar =2
4x1 4+ 3x281 = 19

X1,X2,€1,81,41,042 > 0
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La primera table del método de Simplex es:

Basica X1 X2 €1 S1 ay ap Valor
-Z 2 3 0 0 M M 0
aj 32 0 0 1 O 14
ap 2 4 -1 0 0 1 2
S1 4 3 0 1 0 O 19

Ahora tenemos variables en la base inicial que aparecen en la funcién objetivo. Por lo tanto, tenemos
que escribir el problema en términos de la base actual. El inico cambio es la primera fila, donde
e =cl—cIB !Ny —2=—ckB 'b.

Basica )é,l X2 el ST ai aj Valor
-7 -5M+2 2M+3 M 0 0 0 -—16M
a 3 2 0 0o 1 0 14
a 4 1.0 0 1 2
1 4 3 0 1 0 O 19

Vemos que la variable no-bdsica x; va a entrar en la base, y a, va a salir. Una vez que una variable
artificial haya salido de la base, 1a podemos eliminar del problema (ya que es igual a cero).

Basica x xlz el s ay Valor
-7 0 —8M+7 —3M+1 0 0 —11M-2
a0 8 3 0 1 11
xi 1 -2 -1 0 0 1
si 0 [11] 2 1 0 15
Ahora x; entra en la base y s; sale.
L. 4
Basica x; x» el S ap Valor
MT6  8M—71 MT127
- 0 0 -—F» A 0 -
1 8 1
aj 0 O @ 11 1 11
2 41
X1 1 O 2 11 0 11
X2 0 1 2z L0 L8]

—
—

Ahora e entra en la base y a; sale, y estd eliminada del problema. Siguiendo:

Basica x; x» e sil Valor
—7 O 0 0 -5 -11
el 0O 0 1 -16 2
X1 1 0 0 -2 4
xx 0 1 0 1

La base ya no incluye ninguna variable artificial, entonces es factible y la funcién objetiva es la
original. Vemos que s tiene coste reducido negativo, por lo tanto la base no es 6ptima. Seguimos:

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



2.5

2.5 Problemas degenerados y terminacion o1

Basica x; xp e; s Valor
-z 0 3 0 0 -B
ee. 0 2 1 0 %
xx 1 3 o o %
s, 0 1 0 1 %

Esta base es Optima.

Problemas degenerados y terminacién

El método de Simplex aplicado a problemas donde una variable basica toma valor cero en la base
resultard en un ciclo infinito, sin parar. En cada iteracion, la entrada de una variable no-bésica en la
base no cambia el valor de la funcién objetivo.

Si suponemos que x; es la variable entrada y x es la variable salida, entonces las ecuaciones del
método nos dan

S

_ s = A A=
Xt = = =27+ ik,
As ¢

donde 7 es el nuevo valor de la funcién objetivo. En un problema degenerado, es posible que by =0,
entonces tenemos Z = Z.

= Ejemplo 2.4
Consideremos el problema
minimize z= —xXx]—X3
s.a x1 <2
x| +x2 < 2x1,x00 >0

Las bases sucesivas son:

Basica xi 1 X» x3 x4 Valor
-2 -1 -1 0 O 0
X3 1 0 2
X4 1 1 0 1 2

Basica x; xp x3 x4 Valor
-z o -1 1 O 2

X1

o 0 [1] 11 o0

—_
)
p—
=
(V8]

Basica x; x» x3 x4 Valor

—Z 0 0 0 1 2
X1 1 0 1 O 2
X2 o 1 -1 1 0

En la primera iteracién, hay empate en la prueba del ratio para elegir la variable salida, y es por eso
tenemos el problema degenerado. De todas formas, este problema degenerado ha terminado con
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base 6ptima xp = (x; x2)7 dando z* = -2y xz = (2 0).
|
Si un problema no es degenerado, entonces by > 0y £ > 0y 7 < 2. Podemos utilizar esto para

demostrar que si nuestro problema no es degenerado, entonces el método de Simplex (normal) estd
garantizado a terminar.

Teorema 2.5.1 — Terminacion finita - Caso de problema no degenerado.

Si se aplique el método de Simplex a un problema lineal donde en cada iteracién todas las
variables bdsicas son estrictamente positivas xp > 0, entonces en una cantidad finita de iteraciones
el método terminard o se determine que el problema es no acotado.

Demostracion 2.1
pg 164

Terminacion no esta garantizado para problemas degenerados.

Definicién 2.5.1 — Regla de Bland.

Suponemos que seguimos un orden de nombramiento de variables x;,xy,. ... Entonces en cada
iteracidon del método de Simplex se elige la variable entrada como la primera variable de la lista
que tiene coste reducido estrictamente negativo. Después, la variable salida es la primera de
todas que da el minimo en la prueba del ratio.

Es decir, la regla de Bland decide como romper empates.

» Ejemplo 2.5

Consideremos el problema lineal

3 1
minimizar = —le +150x; — %xg + 6x4
1 1
s.a le —60x; — g)@ +9x4 <0
1 1
EXI - 9OXQ — %x?, + 3)64 § 0
x3 <1

X1,%2,Xx3,X%4 > 0

Eligiendo la base inicial xg = (57 57 53), tenemos la tabla inicial:

Basica x; X2 X3 X4 S S2 s3 Valor
3 I
-z —3 150 —% 6 0 0 0 0
51 I 60 —3% 9 1 0 0 0
52 5 -9 -5 3 0 1 0 0
53 0O 0 I 0 0 0 1 1

Si aplicamos 6 iteraciones del método de Simplex normal, llegaremos a la misma solucién, forman-
do un bucle infinito. El método de Simplex no acabar4.
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Aplicamos la regla de Bland al problema, donde la primera diferencia se ve en la quinta iteracién
con tabla:

Basica X1 X2 X3 X4 51 A\ §3 Valor
-z = 120 0 0 -1 I 0 0
x3 -1 10500 1 0 50 -150 0 O
x4 =1 40 0o 1 L+ -2 0 o0
53 1 -10500 0 0 -50 150 1 1

Segtin el método de Simplex normal, tendremos que coger s; como variable entrada y x3 como
variable salida. Si aplicamos la regla de Bland, vamos a elegir x; como variable entrada y s3 como
variable salida. Dando:

Basica x X X3 X4 S 5 s3  Valor
7 11 T T
X3 0 0 1 0 0 0 1 1
2 1 1 1
) e o0 3 F TP
La siguiente iteracion es
Basica x X2 X3 X4 S 5 s3  Valor
21 3 T T
X3 0 0 1 0 0 O 1 1
15 1 3 3
X1 1 -180 0 6 0 2 5 55
Los costes reducidos son positivos, y por lo tanto la base es 6ptima. "

Teorema 2.5.2 — Terminacién con la regla de Bland.
Si el método de Simplex estd implementado con la regla de Bland para elegir las variables de
entrada y salida, entonces el método estd garantizado a terminar.

Cotas Superiores

En problemas lineales es bastante comun tener cotas superiores para las variables (e.g. cantidad
maxima de un producto en un almacén). La forma hasta ahora para tener cotas superiores en cuenta
ha sido de meterlos como restricciones nuevas.

El problema con este método es evidente en problemas con muchas restricciones y variables, donde
cada cota superior dard una variable de holgura adicional al problema.

Otra forma de considerar cotas superiores es cambiar el método de Simplex para tenerlo en cuenta.

Estudiaremos el cambio al método de Simplex para problemas lineales de la forma:

minimizar z=c'x
s.a Ax=0>b
0<x<u,
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donde # > 0 finito.
Método de Simplex con Variables Acotadas

1. Probar optimalidad: Calcular los costes reducidos. Si todos son (a)x; =0y éy >0, 0
(b)xj =ujy ¢y <0, entonces la base actual es 6ptima. Si no, elige la variable entrada.

2. Incrementar: Calcular la columna entrada A, = B~ !A,. Hallar el indice que corresponde al
minimo 6 de las siguientes condiciones (si uno no esta definido, deberia tomar valor +oo):

a. rango de las cotas de la variable entrada x; : u;,
b. Six; =0,

A

b;

minlgigm{i,\ : du > O},
dj;
. —b;
mlnlgigm{id :diy <0}
—dj;

donde #; es la cota superior de la variable bdsica i.
c. Si Xy = Uy

~

b;
mznlgigm{—d tdiy <0},
—diy

~
A

. ai—b;
mll’llgigm{T :diy >0}
it

donde b es el vector de los valores actuales de las variables bdsicas y #; es la cota
superior de la variable bésica i.
3. Actualizar: Actualizar la matriz B y el vector de las variables bésicas xp. Si x; es la variable
entrada y salida, B no cambia.

Sea ¢ la cantidad que cambia la variable entrada x;, donde ot = 0 si x; era cero,y @ = —0 si x;
estaba en su cota superior. Entonces en términos de la base actual, actualizamos las variables segtin:

() < () ==()

La funcién objetivo decrecera por ¢; @, el nuevo valor de la variable entrada serd x; + o y las
variables basicas tomaran valores xg = b — 0tA;.

= Ejemplo 2.6
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Consideremos el problema lineal

minimizar 7= —4x; +5x;
s.a 3x1 —2x+x3=06
—2x1—4x2+x4 =4
0<x <4
0<x<3
0<x3<20
0 <x4 <20.

Utilizamos la base inicial x, = (x3,x4)7 con xy = (x1,x2), y fijamos las variables no bdsicas con
valores x; = 0y x, = 3. Tenemos:

=) = (3) 5=(6 1) = (5 3)»=(5)

El valor actual de las variables basicas es:

N _ 12
xg=b=B"'"b—B 'Nxy = (16)

Empezamos la primera iteracion del método de Simplex, calculando los costes reducidos:

1 -2
& =Ch—ckB'N=(-45)—(00) (o ?) (_32 _4> = (—45)
En la prueba de optimalidad, vemos que x; tiene valor cero, y su coste reducido es negativo,
entonces la base no es ptima. También, x, tiene valor de su cota superior, y su coste reducido es

positivo, entonces tampoco cumple la condicién de optimalidad.

Elegimos la variable x, como la variable entrada, por tener el coste reducido con valor absoluto
mas grande. Dando columna entrada:
R -2
Ay=B""Ay =
=5t ()

Pasamos a la fase de incrementar, y decidir la variable salida:
Tenemos la distancia entre las cotas de x, con valor u; = 3.

x; = 3 su cota, actualmente, entonces fijamos en c.) del método. Tenemos el valor de d;,; negativo
para ambas variables basicas (—2 — 4). Por lo tanto fijamos en:

A

mini<j<m{—— : 4, <0}
—di;
by _ 12 _ by _ 16 _
Dando —aip — —(=2) 6.y —py  —(-4) =4

Por lo tanto, el minimo es 6 = 3, indicando que el valor de las variables basicas no llegan a cero,
entonces no salen de la base. La variable x, es la variable salida también.
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Actualizamos los valores, donde &« = —3
R X3 x3 —(@2)1
<XB> - (XB> fa <—Az) BN N U [ B —(A2)2
XN XN € X1 X1 (e2)1
x x2 (e2)2
X3 12 —(=2)
X4 16 —(—4)
ol oI o
X2 3 1

dando solucién x5 = (6 4) y xy = (0 0), acabando la primera iteracién.

Empezamos la segunda iteracion calculando los costes reducidos ¢4 = (—4 5), que no han cambiado
porque la base no ha cambiado.

Sin embargo, la variable no bdsica x; ya tiene valor cero, entonces cumple su condicién de
optimalidad. Solo queda x; = 0 con coste reducido negativo, indicando que las base no es dptima,
dando x; como variable entrada con columna entrada:

= (%)

Para incrementar las variables, miramos a las condiciones. El rango de las cotas de x| es u; = 4.
Tenemos x; = 0, dando prueba de ratio para los componentes:

by 6 _ ip—by 204

=8.
ar 3 —&271 2

donde I, = uy4 por ser indice de las variables bésicas.
El minimo de los valores es 2, por lo tanto x3 es la variable salida, y o = 2.
Actualizamos: La base nueva es x5 = (x1 x4) y x5 = (x2 x3), con:
—4 5 3 0 -2 1 0
=)= () =5 D)= 0)0=)
dando x% = (2 8). Empezando la tercera iteracién, calculamos los costes reducidos ¢X, = (% %) y

vemos que ambas variables no bdsicas son ceros, por lo tanto cumple la condicién de optimalidad y
la base actual es éptima con valor z = c’x=—-8yx=(2 0 0 8). .
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2.7 Problemas

1. Consideremos el siguiente problema lineal

minimize z = 8x;+ 6x,
s.a x1 +4x; < 100
x1+x2 <80
x <40

X1,X2,X3,X4 > 0

Resolver el problema con la base que corresponde al punto x = (0,0). Representar grafica-
mente el progreso del algoritmo.
2. Resuelve los siguientes problemas con Simplex

a b.
minimize z= —5x;—7xp — 12x3+x4 minimize z = 5x1 + 3xp + 2x3
s.a 2x1 +3x3 4+ 2x3 +x4 <38 s.a Adx1 + 5x3 4+ 2x3 +x4 <20
3x14+2xp +4x3 — x4 <55 3x14+4xp —x3+x4 <30
X1,X2,X3,%4 > 0 X1,X2,%3,%4 >0

3. Resuelve los siguientes problemas con Simplex, dibujando la region factible.

minimize 7z = 7x;+ 8x»

minimize 7= 3x; +9x; s.a 4x1+x, <100

s.a —5x1+2x <30 x1+x <80
=3x1+x <12 x; <40
x1,%2 20 x1,x2 >0

4. Hallar todos los valores de a para que el siguiente problema lineal tenga éptimo finito.

minimize z= —ax; +4xp +5x3 —3x4
s.a 2x1+x0—Txz3—x4 =2

X1,%2,%3,X4 > 0

5. Resolver el siguiente problema lineal, utilizando el método de M grande para hallar la base
inicial.

minimize z= —4x; —2x, — 8x3
s.a 2x1 —x3 +3x3 < 30
X1+ 2x +4x3 =40

Xx1,x2,x3 >0
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6. Resolver el siguiente problema lineal

minimize 7= 2x; — 2xp — Xx3 — 2x4 + 3x5
s.a —2x1+x)—x3—x4 =1
X1 —X+2x3+x4+x5=4
—X1+x—x5=4

X1,X2,X3,X4,X5 > 0

7. Resolver el siguiente problema lineal

minimize z= —10x; +57xy + 9x3 + 24x4
s.a 0.5x1 —5.5x9 —2.5x3 +9x4 <0
0.5 — 1.5 —0.5x3 +x4 <0
x <1

X1,X2,X3,%4 > 0

8. Resolver los siguientes problemas de optimizacién lineal con el método de Simplex con
variables acotadas (use las variables de holgura como base inicial)

a.) c.)
minimize z= —5x; — 10x; — 15x3 minimize z=6x; —3xp
s.a 2x1 +4xy +2x3 < 50 s.a 2x1 4+ 5x <20
3x1 4+ Sxp +4x3 < 80 3x1+2x <40
0 <xp,x,x3 <20. 0<xp,x <15.
b.) d)
minimize Zz=x]—Xxp minimize z= —5x;—7x
s.a —x14+x <5 s.a —3x1+2x <30
x1—2x <9 —2x1+x <12

0<x<6,0<x <8. 0 <xp,x <20.
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*$LOYOLA

3.1

[3. Dualidad y Sensibilidad

Dualidad

Cada programa lineal tiene un problema asociado llamado el dual, donde el rol de las variables y
las restricciones es al revés.

Es decir, por cada variable en el problema primal, hay una restriccién en el dual, y por cada
restriccion en el primal, hay una variable en el dual.

Dos usos de teoria de dualidad:
1.) Investigar el efecto de cambios en las restricciones en el valor de la funcidn objetivo,

2.) El dual de un problema puede mejorar métodos de resolucién de problemas lineales.

Definicion 3.1.1 — canédnica de dualidad.
Consideremos el problema lineal en forma candnica

(P) minimizar c¢’x (D) maximizar w’b
s.a Ax<b s.a Alw < !
x>0 w>0
xeR" weR™

= Ejemplo 3.1
Consideramos el problema lineal en forma candnica:

minimizar  6xq + 2xy — x3 + 2xy4
s.a 4x1 4 3x) — 2x34+2x4 < 10
8x1+xp +2x3+4x4 < 18

X1,X2,X3,X4 > 0
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Entonces su dual es:

maximizar 10w + 18w,
s.a 4wy + 8wy > 6
3wi+wy >2
2wy + 2wy > —1
2wy +4wy > 2
wi,wa >0

Definicion 3.1.2 — estandar de dualidad.
Consideremos el problema lineal en forma estandar

(P) minimizar c¢’x (D) maximizar w'b
s.a Ax=b>b s.a ATw < e’
x>0 w irrestringuido
xeR? weR™
Lema 3.1.1

El dual del dual es el primal.

Demostracion 3.1
Consideramos el problema lineal en forma candnica:

minimizar ¢ x
s.a Ax<b
x>0

(cualquier problema se puede expresar en forma candnica). Su dual es:

maximizar w!b

s.a ATw > e’

w>0
que es equivalente a
minimizar —w!b
s.a —ATw < —cT
w>0
cuyo dual es
.. T
maximizar —c¢'Xx
s.a —Ax>—b
x>0
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lo cual es igual a

minimizar ¢ x
s.a Ax<b
x>0

Para problemas donde se mezclan distintos tipos de restricciones,

(P) minimize c¢jx] + coxp +€3x3 (D) maximizar wib; +waby +w3bs
s.a A11x1 +A1x2 +A13x3 > by s.a wiA11 + WAz +w3Az <
Azx1 +Axnxy +Axxz < by Wi1A12 + WA +w3A3 > 2
Az1x1 +Azx0 +A33x3 = b3 wiA3 +wrA23 +w3A33 =3
X1 Z O,X2 S 0,)63 S.T. w1 Z 0,W2 S 0,W3 S.I.
Min Max
>0 <
Variables <0 > Restricciones
S.I. =
> >0
Restricciones < <0 Variables
= S.T.

Teoremas

Teorema 3.1.1 — de dualidad débil.
Si x y w son soluciones factibles de (P) y (W) respectivamente, entonces z = ¢ x > wl'b = y.

Demostracion 3.2
Si en el problema dual ¢ > A”w, entonces ¢ > w!A. Tenemos x > 0, entonces

z:chZWTAx:wa:bTw:y

= Ejemplo 3.2
Podemos comprobar el teorema de dualidad débil en un problema lineal. Consideremos el problema:

(D) max y=10w;+ 18wy

(P) min z=06x;+2x; —x3+2x4 s.a dwi +8wr <6
s.a.  4x;+3xp —2x3+2x4 > 10 3wy +wy <2

8x1 +xp +2x3+4x4 > 18 2w + 2wy < —1
X1,Xx2,%3,x4 > 0 2wy +4wy <2

wi,wy >0

Podemos comprobar el teorema de dualidad débil para los puntos factibles x = (4,0,0,0)",w =

(%,0)7. (fécil de comprobar)

Miramos los valores en los funciones objetivos: ¢!

x = 24,b"w = 5. Entonces tenemos que
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z=clx>bTw=y. .

Corolario 3.1.1
Si un problema es ilimitado, entonces el otro es infactible.

= Ejemplo 3.3
Consideremos el problema primal

(P) max z=ux+x
s.aa. x1—x>1

X1, >0

Vemos que este primal es ilimitado, y su dual es infactible.

Para demostrar que el problema es ilimitado, buscamos una direccién de la regién factible. i.e.
A>0xeS, 3d : x+Ad €S, y demostramos que la funcién objetivo crece en esa direccion
(maximizando).

Probamos en la direccién d = (0, 1), con el punto factible (0,0). x+Ad = (0,0)+A(0,1) = (0,1).
Es esto factible?

En la restriccién x; — x, < 1, tenemos —A < 1, con A > 0, entonces es factible por todo A. Por lo
tanto, d = (0, 1) es una direccion de la regién factible, y no es acotado cuando x, — oo. Entonces,
la funcién objetivo crece hasta infinito, el problema es ilimitado.

El dual del problema es

min  y=w
sa w;>1
—w; >1
w1 >0

lo cual es infactible.

También es posible tener ambos problemas infactibles.

m Ejemplo 3.4 Vemos que el siguiente problema primal y su dual asociado son infactibles.

(P) max z=2x;—x (D) min y=w;+ws
saa. xi+x>1 s.a wi—wy =2
—x1—x221 W1—W2:—1
= infactible = infactible
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Corolario 3.1.2
Si x es una solucién factible de (P), y es una solucién factible de (D) y ¢’x = by, entonces x y
y son éptimos para sus problemas respectivamente.

Teorema 3.1.2 — fundamental de dualidad lineal.
Con respeto a los problemas primal (P) y dual (D), una y solo una de las siguientes afirmaciones
es cierta:

a. (P)y (D) tienen solucién 6ptima finita, x* y w*, entonces ¢’ x* = (w*)7b.

b. Uno es ilimitado y el otro es infactible.

c. Los dos son infactibles.

= Ejemplo 3.5
Vemos los casos del teorema fundamental, dibujando la regién factible de ambos problemas

(1) (P) regién factible no vacia y solucién acotada y (D) regién factible no vacia y
solucién acotada

(P) min 4x; +2x; (D) mix 2wy +uy
sa: xp 4x =2 sa:  wy 4w <4
x —x =1 w —up <2
Xi, x =0 w, w =0

0571 Ls 225 3

alvag-7 2:3+1=7
Figura 6.1: Primal y dual factibles acotados
(2) (P) regi6n factible no vacia y solucién ilimitada y (D) infactible

(P) min —4x; +2x2 (D) max  2up +uz

sa: —xp 4xp 22 sa: —uyp —up < —4
—x; 4m =1 o Huy <2
X1, x =0 uy, u >0

B

Figura 6.2: Primal factible ilimitade y dual infactible

(3) (P) infactible y (D) infactible

(P) min —4x; +2x» (D) max
sa:  —x; 4xm 22 sa:
Xy —x =1
Xy, x >0
r \\
.
:
3 ]
1
‘/f R S — X v
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Teorema 3.1.3 — de dualidad fuerte. Sea un problema primal (P) y su problema dual
correspondiente (D). Si uno de los problemas tiene solucién 6ptima, entonces el otro también
tiene, y los valores 6ptimos de las funciones objetivos son iguales.

La demonstracién del teorema de dualidad fuerte nos da la solucién 6ptima del problema dual. Si
x* estd escrito de la forma x* = (jf; ) , entonces los valores ptimos de las variables dual son:

si el problema tiene una variable de holgura para cada restriccion.... para anclar con lo de holgura
complementaria

= Ejemplo 3.6
Consideremos un ejemplo anterior:
min 7= —x] —2x»
sa —2x1+x<2
—Xx1+2x, <7
X1 § 3
X1,X2 > 0.
con solucién éptima:
Basica x; x» s s s3  Valor
-Z 0 0 0 1 2 13
xx 0 1 0 3 1 5
X1 1 0 0 O 1 3
ss. 0 0 1 -3 2 3
1 -2 1
con base xg = (x,x1,51) con matriz de coeficientes B= |2 —1 0
0O 1 O
La solucién 6ptima del problema dual es
11
0 72 3
) =B '=(-2 -10{0 0 1|=(0 -1 —2)
1 3
I -3 3

Estos valores corresponden al negativo de los costes reducidos de las variables de holgura. La
funcién objetivo dual es
max w=2y;+7y;+3y3

Entonces el valor 6ptimo es w* = —13 = z*. (podriamos verificar las restricciones del dual también)
n

Holgura Complementaria

Hay una interdependencia entre los problemas primal y dual que tienen soluciones ¢ptimas. Donde
las restricciones de positividad de las variables en el primal (x > 0) estd relacionado con las
restricciones en el dual (A”y < ¢), y las restricciones en el primal (Ax < b) con las variables del
dual (y > 0).
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Teorema 3.2.1 — de holgura complementaria.
Consideremos un problema primal y su dual, donde el promal esté escrito en forma estandar. Si
x* es solucién factible para el problema primal y w* solucién factible para el dual, son dptimas si
y solo si:
1.
() (c—ATw*) =0
2.
(wH)T(Ax* —b) =0
» Ejemplo 3.7

Consideremos el problema lineal

min 7= —Xx| —2x

s.aa. —2x1+xp+x3=2
—x1+2x%+x4="7

X1 +x5=3

X1,X2,X3,X4,X5 > 0

La solucién éptima es x* = (3,5,3,0,0)7, dando solucién del dual y = (y1,y2,y3)" = (0,—1,-2).
Las restricciones del dual son:

—2y1—y»+y3 < -1
yit+2yy <=2

y1 <0

»2<0

y3<0.

En el primal, las restricciones de no negatividad de las variables x4 y x5 son estrictas. En el dual,
las primeras tres restricciones son estrictas. Esto satisface el teorema de holgura complementaria. m

= Ejemplo 3.8
Consideremos el problema lineal

max 4x+ 6y
sa. 2x+4y<12
4x+3y <16
x,y>0

con solucién 6ptima x* = 15—4 yy* = %, dando el valor éptimo de la funcién objetivo z = 20.8. El

problema dual es:

min 12w+ 16v
sa. 2w+4v>4
dw+3v>6

w,v >0
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El teorema de holgura complementaria nos permite plantear las siguientes ecuaciones:

(2x+4y—12)w=0

(4x+3y—16)v=0
Cw+4v—4)x=0
(4w+3v—06)y=0

—_

Como sabemos que x* = §4, y* = %, las tltimas dos ecuaciones nos dan w* = g yv= % con valor

objetivo del dual 20.8. "

wjoo

Interpretacion

El problema dual se puede utilizar para entender mejor el modelo en su aplicacién. Lo vamos a
investigar a través de un ejemplo:

Consideremos un panadero que vende dos tipos de pan, uno simple y uno elaborado. Ambos tipos
requieren ingredientes bdsicos (harina, sal, agua etc), ademas de ingredientes mds caros (fruta,
especias etc). Los panes elaborados usan mds ingredientes caros que los panes simples. También hay
costes de labor mds altos para los panes elaborados. El panadero quiere maximizar sus beneficios.
El problema podria tener la forma:

max z=24x; + 14x,
s.a  3x;+2x <120
4x1 +x, <100
2x1+x, <70

x1,x3 > 0.

Aqui x; y x; representan la cantidad de pan elaborado y pan simple producido en un dia. La funcién
objetivo representa el beneficio total, las primeras dos restricciones representan los limites de los
ingredientes bésicos y caros respectivamente. La tercer restriccion representa el limite de labor
posible en un dia, donde el pan simple tarda una hora y el pan elaborado tarda 2 horas en producirse.

El problema dual seria:

min  w = 120y; 4+ 100y, + 70y3
sa  3y;+4ym+2y; >24
Zyity2+y3 > 14

Yi,¥2,53 >0

La solucién 6ptima al problema primal es z* = 888, x] = 16 y x; = 36. La solucién 6ptima del
problema dual es w* = 888, y] = 6.4, y5 =12y y; =0.

En este problema los factores limitantes son los ingredientes basicos y caros. Hay dos horas de labor
sin usar (2x; +x; = 68). El panadero podria comprar m4s ingredientes, pero, /cudnto deberia pagar?.

La funcién objetivo del dual nos dice que un kilo mas de ingredientes basicos valdria y; = 6.4
euros en beneficios., y un kilo més de ingredientes caros valdria y, = 1.2 euros de beneficios. Las
variables duales representan los valores marginales de las variables. Mas labor no cambiaria los
beneficios porque y3 = 0 (aunque si produce més pan, las dos horas extras podrian ser insuficientes,
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y habra que estudiar el problema mais).

Hay otra interpretacion del dual. Suponemos que alguien quiere comprar la panaderia, ;qué precio
deberia ofrecer?

La persona interesada en comprar la panaderia quiere minimizar el precio que ofrece, pensando en
el valor del inventario del panadero (ingredientes bdsicos y caros y labor), que llamaremos y;,y, y
y3 respectivamente.

min  w = 120y; 4+ 100y, 4+ 70y3

Esto seria justo para el panadero, si el precio ofrecido es al menos igual al beneficio que podria
conseguir vendiendo pan, es decir:

3y +4yr,+2y; > 24
2y1+y2+y3 > 14

Estas ecuaciones son las restricciones y funcién objetivo del problema dual. El problema dual nos
deja determinar el valor de la panaderia.

Andlisis de Sensibilidad
Cambios en la funcién objetivo

Supongamos que tenemos el problema inicial z° y problema modificado z*:

2 min  fx 2 min (T +AdT)x
sa Ax=b sa Ax=b
x>0 x>0
con d € R". Supongamos que B es la matriz de coeficientes de la base éptima del problema z° con

4n 0 — g1 0 _
solucién xz = B~ "by x5 =0.

(Para qué valores de A sigue siendo x% la solucién optima si variamos d? Tenemos que comprobar
para que valores de A seria la solucion factible y 6ptima.

1. Factibilidad: x* = [(®?)] > 0. El valor de A no cambia la condicién de factibilidad, enton-
ces sigue siendo factible por cualquier valor de A.

2. Optimalidad: Costes reducidos:
A& =ch—z=(h+Ad}) — (cE+Ad)B™'N

=l —cEBT'N+A(d], —dEBTIN)

Sic=ch—cEB'Nydy =dl—diB~'N, tenemos optimalidad si c% + AdY, > 0.

cg, +Ad1(\), > 0 siy solo si:

0

2.1, six €N,dO>0: d+Ad’ >0 — Az—%.
&

22.six; €N, <0: +Ad) >0 — — o ZA

1
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por lo tanto, hay optimalidad si y solo si:

¢ . e ,
max{—d—’Q 2 dy>0,Vie N}SASmm{—d—’Q cdy <0,Yie N}

4 1

= Ejemplo 3.9
Consideremos el problema

min  —2x; —xp
sa. xi+x+x3=>5
—X1+x2+x4 =0
6x1 +2xy +x5 =21
X1,X2,X3,X4,X5 > 0.
1 10
JeconB=|—-1 1 1
6 20

cuya base 6ptima es xg = (x1,x2,X4) = (%, %7

8=

Hagamos el andlisis de sensibilidad del problema cuando la funcién objetivo se modifica mediante
el vectord?’ = (0 1 0 0):

Los costes reducidos del problema modificado son:

ey =ch—cEB N+ A(dl —diBT'N)
=0 0)— (=2 —1 0)B"'N+A((0 0)—(0 1 0)B~'N)
1 3 1 1

—(=—2A ~+-A
G=24 1739

como % — %A >0s1A< % y i + %A > 0si A > —1, tenemos que la solucién sigue siendo Sptima
)

Cambios en los coeficientes independientes
Supongamos que tenemos el problema inicial z° y problema modificado z2:

22 min Ix 2 min Ix
sa Ax=b s.aa Ax=b+Ag
x>0 x>0
con g € R™. Supongamos que B es la matriz de coeficientes de la base 6ptima del problema z° con

solucién x4 = B~ b y 1% = 0.
Segtin un cambio A, miramos si la solucién sigue siendo éptima:

1. Factibilidad: x§ = B~'(b+Ag) = b+ Ag, donde g = B~ g. Solucién factible si b+ Ag > 0:

. b;

1.1 sig;>0:bh+A>0 — A>——

8i
A b;
12518, <0:b+AG>0 — A<

8i
2. Optimalidad: Los costes reducidos no dependen de A, entonces siguen positivos.
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Por lo tanto, la base sigue siendo dptima si y solo si:

b bi
max{—f : gi>0} <A< min{—f : §i<0}
8i 8i
= Ejemplo 3.10

Consideremos el ejemplo anterior, analizando la sensibilidad del problema cuando los coeficientes
independientes se modifican por el vector g = (0 0 1).

5 0 vy i
-1 -1 g 4
B (b+Ag)=B O f+AlO0||=|z]|+A|F
i i
21 1 1 I
Para tener B! (b +Ag) > 0, tenemos A > —11,A < 9,A > —1.
Por lo tanto la solucién sigue siendo 6ptima si A € [—1,9]. .

3.4.3 Anadir una variable

Supongamos que tenemos el problema inicial z° y problema modificado z2:

0 . T
2 mmocx 2 min [CT CA]|:X:|
sa Ax=b A
x>0 s.a [AaA]m_b
XA
x>0,xp>0.

donde x4 es una variable nueva, cp es su coeficiente en la funcién objetivo y ax es la columna de
coeficientes en el sistema de restricciones que corresponde a la nueva variable.

Si B es una base 6ptima para z°, ;es dicha base 6ptima en z2?
1. Factibilidad: B~'b > 0, por tanto factible en z2.
2. Optimalidad: Costes reducidos de z:

in=len cal—cBTIN  an]

=[ch  cal—cEBT'N—cEB ay

=[ch —cEB7IN  ca—chB lay]
como ¢k —cEB~IN > 0 por ser B base 6ptima en z°, B es 6ptima en z* si y solo si cp —
cEB lay.

m Ejemplo 3.11
Consideremos el problema lineal

min  —20x; — 16x; — 12x3
s.a.  x1 <400

2x1 +x +x3 <1000

2x1 4+ 2x2 +x3 <1600

X1,X2,X3

con base optima xp = (x,x3,s1) = (600,400,400) y solucién z* = —14400. La tabla correspon-
diente de Simplex es:
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Basica X1 X2 X3 5 S2 853 Valor
-7 4 0 0 0 8 4 14400
X2 2 0 1 0 2 -1 400
X3 o 1 0 O -1 1 600
51 1 0 0 1 0 0 400
Si afiadimos una nueva variable x4, con c4 = —10y al = (1 0 1), vemos si la base sigue siendo
Optima:
00 1\ /1
cs—cEB lay=—-10— (=16 —12 0)[1 1 0 0
210 1

= —6.
<0, por lo tanto la base no sigue siendo 6ptima.

Si afiadimos la columna de x4 a la tabla de Simplex, donde B~'N = B~'ay para esta variable,
tenemos (calculado antes):

1

Basica x; x» x3 x4 s1 s» s3 Valor
—Z 4 0 0 -6 0 8 4 14400
x2 2 0 I -1 0 -1 400
x3 0 1 0 1 0 -1 1 600
si. 1 0 0 1 0 400

seguimos con otra iteracion del método de Simplex, dando nueva tabla:

Basica x; x» x3 x4 s s» s3 Valor
-7 10 0 0 0O 6 8 4 16800
X 30 1 0 1 2 -1 800
X3 -1 1 0 0 -1 -1 1 200
X4 1 0 0 1 1 0 O 400

con base 6ptima xg = (x2,x3,x4) = (800,200,400) y z* = —16800. La variable nueva ha mejorado
la solucién. "

3.4.4 Anadir una restriccion
3.4.5 Precios Sombra?
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Simplex Dual

Es comun, especialmente en el andlisis de sensibilidad, llegar a una solucién bdsica que no es
factible. Es decir, ¢k > 0 con B~'b < 0. Aunque la base en esta situacién no es factible para el
primal, la es para el dual. En situaciones de este estilo, podemos utilizar la tabla de Simplex del
problema primal para resolver el dual, utilizando la siguiente modificacién del método.

Si miramos otra vez a las tablas de Simplex, vemos que lo que nosotros utilizamos como base
inicial es la de la derecha, con la matriz B siendo identidad. Esto ocurre en un punto extremo, por
ejemplo cuando la base estd formada por variables de holgura. Asi tenemos en la dltima columna el
valor del punto extremo.

Problema lineal original - formato table Problema lineal base actual
basica xg xy valor bdsica xp XN valor
Y S -z 0 cE—cEBIN —IB7IN
x3,. B N b xg 1 B 'N B Th

Puede resultar que el punto extremo no es factible para el problema. Este aparece cuando B~'b < 0.

un resumen de como sacar el dual solucién/problema desde el Simplex del primal.

Algoritmo Dual del Simplex

1. Paso 0 - Empezamos desde una solucidn bésica primal / solucién bésica factible dual.

2. Paso 1 - Prueba de factibilidad: Si B-'» > 0 OPTIMO. Si no, elige (xp)s como variable
salida, donde BS < 0.

3. Paso 2 - Calcular: Calcular y;; = ¢! B~'a/, j € NB,s— sima filade B~!N.

- Siy;; >0V, PRIMAL INFACTIBLE, DUAL NO ACOTADO.
— En caso contrario, elegir columna ¢ tal que

er et
|| = min ]A—j||d”~ <0,xj€ NB
st ds,j '

donde x; es la variable entrada, y dy; es el elemento pivote.

4. Paso 3 - Actualizar: Cambiar columna 7 a ¢, con operaciones de filas.

= Ejemplo 3.12
Consideremos el problema lineal
min  z=2x;+3x
s.aa 3x1—2x >4
X1 +2x >3
x1,x0 >0

Podriamos resolver el problema usando variables artificiales. Si no lo hacemos, tenemos la tabla
inicial
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Basica x; x» e; e, Valor
—Z 2 3 0 0 0
3 2 -1 0 4
1 2 0 -1 3

Consideramos la base inicial xg = (e1,e2) (por lo tanto, buscamos / en sus columnas) multiplicando
las restricciones por —1.

Basica x; x» e; e, Valor

—Z 2 3 0 O 0
el -3 2 1 0 -4
e -1 -2 1 -3

Esta base es primal infactible (B~'5 < 0) pero dual factible ¢l > 0. En esta base, las variables dual

sony! =ckB~1 = (00) conw=0.
Aplicamos el método dual, desde la base dual factible.
Itr 1:

Paso 1: Optimalidad
Tenemos B~'b < 0, entonces la base no
es Optima. e; tiene el valor mds grande
0 absolutamente, entonces e sale de la base.
el 2 1 0 —4<  Ppago2: Calcular
1 -3 Para la prueba del ratio, solo un valor es
negativo en la fila de e;. Por lo tanto, x;
entra en la base.

Basica x; xp e ey Valor

Paso 3: Actualizar
F+ %Fb F— %Fg, %Fz.

Basica x; x» e e Valor
13 ) =3
a3
JR S R R
€ 0 3 3 1 3
Itr 2: Paso 1: Optimalidad
Bas val B~ 'b < 0 Base no Optima, e, sale de la base.
asica )8 )1627 821 602 igo ' Paso2: Calcular ,
—Z 33 3 Tenemos | 55| = % y || = 2. Entonces x,
X 1 = = 0 ks 3 K
! 38 31 53 entra en la base.
(%) 0 3 3 3 =

Paso é: Actualizsar
Fi+ ?F% F— %Fz, R/
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Basica x; x» e ey Valor
ST
—T =1
X1 1 0 =4 = %
1 =3 5
X2 O 1 3 r 3
Tenemos B~ 'b > 0, entonces la base actual es Optima, con solucién dual y; = %, Vo = %, w* = %.
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3.6 Problemas
1. Hallar el dual de

minimizar 7z = —2x; +4x; — 3x3
s.a. 9x1 —2x, —8x3 =5
3x1+3x+3x3 =7
Tx1 —5xp+2x3=9

X1,%2,x3 > 0.

2. Hallar el dual de

maximizar 7z = 6x; —3x —2x3 + S5x4
s.a. Ax1+3x) —8x3+Txg =11
3x1 +2xp + 7x3 + 6x4 > 23
Tx1+4xy 4+ 3x3+2x4 < 12

xi,x > 0,x3 <O0.

Verificar que el dual del dual es el primal.

3. Considerar el problema lineal

maximizar = —X]—Xp
S.a. —x1+x >1
2x1 — X2 S 2

x1,x3 > 0.

Hallar el dual del problema. Resolver el primal y dual graficamente, y verificar que los resulta-
dos cumplen el teorema de dualidad fuerte. Verificar que el 6ptimo dual satisface y” = c5B~!.

4. Utilizar dualidad, eliminacién de variables y resolucion grafica para resolver el siguiente
problema (sin usar el método de Simplex).

min 7= —3x]+2x)+x3
S.a — 3x2 — X3 < 2
—Xx1—xp > —3

—X1 —2XQ—X3 > 1

x1,x2 > 0.
5. Resolver el siguiente problema con el método de Simplex Dual

min 7z =5x; +4x;
s.a  4x;+3x > 10
3x1 —5x > 12
x1,x > 0.
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6. Considerar el problema lineal

max z=3x;+ 13x; + 13x3
sa x+x<7

X1 +3x+2x3 <15
2x;+3x3 <9

X1,x2,x3 > 0.

con base Optima xg = (x1,x2,x3).

a. ¢Cual es la solucién del problema? ;Cuales son los valores 6ptimos de las variables
duales?

b. Si reducimos la constante b de la segunda restriccién por 5, ;cudl es la solucion del
problema ahora?

c. (Por cuanto se puede cambiar el valor de b en la primera restriccion sin cambiar la base
Optima?

d. Siincrementamos el coeficiente de x; en la funcidn objetivo a 15, ;cudl es la solucién
del problema ahora?

e. (Por cuanto se puede cambiar el coeficiente de x; en la funcién objetivo sin cambiar la
base optima?

7. The Gotham City Police Department employs 30 police officers. Each officer works 5 days
per week. The crime rate fluctuates with the day of the week, so the number of police officers
required each day depends on which day of the week it is: Saturday, 28; Sunday, 18; Monday,
18; Tuesday, 24; Wednesday, 25; Thursday, 16; Friday, 21. The police department wants
to schedule police officers to minimize the number whose days off are not consecutive.
Formulate an LP that will accomplish this goal. (Hint: Have a constraint for each day of the
week that ensures that the proper number of officers are not working on the given day.)

8. Alexis Cornby makes her living buying and selling corn. On January 1, she has 50 tons of
corn and $1,000. On the first day of each month Alexis can buy corn at the following prices
per ton: January, $300; February, $350; March, $400; April, $500. On the last day of each
month, Alexis can sell corn at the following prices per ton: January, $250; February, $400;
March, $350; April, $550. Alexis stores her corn in a warehouse that can hold at most 100
tons of corn. She must be able to pay cash for all corn at the time of purchase. Use linear
programming to determine how Alexis can maximize her cash on hand at the end of April.

9. Se procesan cuatro productos en dos maquinas de manera sucesiva. Los tiempos de fabri-
cacidn, en horas, por cada unidad de producto, en cada una de las miquinas, se indican a

continuacion:
Tiempo por unidad (horas) 2xCoste hora
Maquina | Producto 1 Producto 2 Producto3 Producto 4
1 2 3 4 2 6
2 3 2 1 2 9

Las horas totales presupuestadas para todos los productos en las maquinas 1y 2 son 500 y
380. Si el precio de venta por unidad para los productos 1, 2, 3 y 4 es de 45, 40, 35 y 32 euros
respectivamente, formular el modelo de optimizacidn para determinar el beneficio neto total.
Contestar a las siguientes preguntas:
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Resolver el problema.

Formular y resolver el problema dual.

Comprobar que la solucién del problema dual sale desde el primal, por teoria.
Analizar las soluciones 6ptimas, con holgura complementaria, pensando en como
podriamos cambiar la solucioén.

d. Interpretar econdmicamente el problema dual. Esto es, ;qué representan las variables
duales? ;y la funcién objetivo? ;y las restricciones?

g0 op
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¥ LOYOLA

4.1

(4. Programacion Lineal Entera

Intfroduccién

Introduccion general, con motivacién. En que tipos de problemas podemos encontrar estos modelos.
Formulaciones bdsicas, relacionadas a Temal/2 si posible. Que problemas pueden provocar en la
resolucion.

algo sobre problemas discretos? hazlo como en general? cual es la diferencia

Definicion 4.1.1
Podemos agrupar muchos problemas reales de optimizacién lineal entera en tres grupos:
= [os modelos de programacion entera mixta son aquellos en los que algunas variables
toman valores enteros y otras valores continuas.
= [os modelos de programacién entera son aquellos en los que todas las variables toman
valores enteros.
= Los modelos de programacion entera binaria son aquellos en los que todas las variable
tienen valores 0 o 1.

= Ejemplo 4.1

El problema de la mochila.

Una mochila con capacidad de 12kg se quiere llenar con objetos de peso y valor fijado. En la
siguiente tabla se da el peso y el valor de cada uno de los cuatro objetos.

1 2 3 4
Peso (kg) 3 6 5 5
Valor (euros) | 15 25 12 10

Se debe elegir qué objetos se meten en la mochila para maximizar su valor. Para plantear un modelo
lineal se definen las siguiente variables de decisién:

{1 si el objeto j es seleccionado
X j=

0 en caso contrario
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El modelo lineal es

max z= 15x; +25x5 4+ 12x3 + 10x4
s.a 3x;+6xp4+5x34+5x4 <12

X1,%2,%3,X4 =001

Definicion 4.1.2
Al problema de programacion lineal que se obtiene al omitir las restricciones de integridad de
un problema entero se le llama problea entero relajado.

Problema entero Problema relajado
max =clx T
= max z=c x
S.a Ax<b s.a Ax<b
x > 0y entero x>0

Proposition 4.1.1
La region factible del problema entero relajado contiene a la regién factible del problema entero.

Corolario 4.1.1
El 6ptimo del problema entero relajado obtiene mejor valor en la funcidn objetivo que el 6ptimo
del problema entero.

Definicion 4.1.3
Un poliedro P = {x € R" : Ax < b, x > 0} se dice entero si todos sus puntos extremos son
enteros.

Sea el problema lineal (PL): zp1(c) = min{c’x : x € P}.

Proposition 4.1.2
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. P es entero,
2. (PL) tiene una solucién 6ptima entera V ¢ € R” tal que zpz(c) > —eo
3. (PL) tiene una solucién optima entera V ¢ € Z" tal que zpy(c) > —oo,
4. zpr(c) € 7" para todo ¢ € Z" para el cual (PL) tiene solucién 6ptima finita.

Definicion 4.1.4
Una matriz entera A € M™*" es totalmente unimodular (TU) se el determinante de cualquier
submatriz cuadrada de A es igual a 0,1, —1.

Corolario 4.1.2
SiAes TU entonces a;; € {0,1,—1} Vi, j.

Teorema 4.1.1

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. AesTU.
2. AT esTU.
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[A|l] esTU.

La matriz obtenida de A eliminando una fila o columna es TU.

La matriz obtenida de A multiplicando una fila o columna por —1 es TU.
La matriz obtenida de A intercambiando dos filas o dos columnas es TU.
La matriz obtenida de A duplicando filas o columnas es TU.

La matriz obtenida de A pivotando es T'U.

LN

Teorema 4.1.2
SiAes TU, entonces el poliedro P(b) = {x € R" | Ax < b, x > 0} es entero V b € Z™, para el

cual P(b) # 0.

Demostracion 4.1
Si sumamos variables de holgura s al sistema, tenemos:

Ax+1Is=0b, A 1] m =b
Sabemos que [A ] es TU y que todo punto extremo corresponde a una submatriz By, de A
cumpliendo (para det(B) # 0) que:
xp =B _lb = Bxp = b
con det(B) = {—1,1}. Aplicamos Cramer:

det (B con la i-ésima columna reemplazada por b)
(xg)i =
det(B)
__suma de productos de nimeros enteros
- +1 '

lo cual es entero. n

Corolario 4.1.3
Si A es TU, entonces el poliedro Q(c) = {u € R™ | u’ A > ¢’ ,u > 0} es entero V ¢ € Z™, para

el cual Q(c) # 0.

4.1.1 Condiciones suficientes

Teorema 4.1.3
Sea A € .#/™*" una matriz tal que a;; € {0,1,—1}, Vi, j. Entonces A es TU si y solo si para cada

QO CM=/{1,...,m}, existe una particién Q;,Q, de Q tal que

Za,-j—Za,-j <1 ijl,...,n.

i€Q i€

-1 -1

(50
Si definimos Q) = (—1 —1), Q2 =(—1 0), tenemos |—1—(—1)| =0y |—1—0]| =0. Por lo
tanto, A es TU. n

» Ejemplo 4.2
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84 Capitulo 4. Programacion Lineal Entera

Corolario 4.1.4
Sea A una matriz tal que a;; € {0,1,—1},Vi, j, en la que a lo sumo hay dos elementos no nulos
por cada columna. Entonces A es TU si y solo si existe una particion Q1,Q; de las filas de A tal
que en una columna con dos elementos no nulos las siguientes afirmaciones son ciertas,
1. si los dos elementos no nulos tienen el mismo signo, entonces uno esta en una fila
contenida en Q; y otro en una fila contenida en Q> y
2. silos dos elementos no nulos tienen distinto signo, entonces los dos estdn en QO o en Q.

Corolario 4.1.5

Si A es una matriz tal que a;; € {0,1,—1} Vi, j, en lo que a lo sumo hay dos elementos distintos
de 0 en cada columnay }” | a;; = 0 si en la columna j—ésima hay dos coeficientes distintos de
0, entonces Aes TU.

4.1.2 El problema de Transporte

En general, consideremos m origenes que tienen ciertas cantidades a;,i = 1,...,m, de una mercan-
cia que ha de enviarse a n destinos para satisfacer ciertas demandas b;, j = 1,...,n. Supongamos
conocido el coste unitario de transportar del origen i al destino j, ¢;j,i=1...m, j=1,...,n.

Demanda C1 = 80.000

Oferta P1=160.000

%3 E=t)

Demanda C3 = 90.000

El objetivo del problem consiste en minimizar el coste total de la operacién satisfaciendo las
condiciones. Formulamos el problema de transporte como:

m n
min Z Z CijXij

i=1j=1

n
S.a. Zx,-j:a,- izl,...,m
j=1
n
ZX,'J' :bj j: 1,...,n
j=1
x,‘j Z 0 Vi,j.
donde x;; son las cantidades transportadas del origen i al destino ;.

Es decir,
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Min eni+... 4 CinTin + 2121 + ... + C20F2n + ... + Cm1 Tl + . . - + CunTmn
s.a. I'p+ ...+ Iy, =
Tag+ ...+ T, = a2
Tmit oot Ty = Oy
T11+ Ta1+ T+ = b
Tin+ Tan+ Tmn = bn
T; >0, Vi

Con lo que la matriz A € M™F=™0 Ceserita por cajas quedaria

ln

1, |- m filas

. 1.
IJIKR lrn)le lrn)le

} n filas

Las columnas de A las notaremos por a'/. Las columnas son vectores de m -+ n componentes de la
forma:

a’= 11| =ei+tensj

donde los 1 estin en la posicion i y m+ j.

Supondremos que se verifica

m n
Z a; = Z b; — el problema estd equilibrado.
i=1 j=1

Si YL a; <Y_b; — elproblema no tiene solucion.

Si Yy a> 2;21 b; — se crea un destino, n+ 1, ficticio con demanda b, 1 = }.;" | a; — Z§:1 b;
Y Citnr1) = 0 Vi.

Proposition 4.1.3
El problema de transporte tiene solucidon 6ptima finita.

Proposition 4.1.4
Elrangode Aesm+n—1.

Proposition 4.1.5
A es totalmente unimodular.

Proposition 4.1.6
Si a;,b;, Vi, j son niimeros enteros, entonces la solucién 6ptima del problema del transporte es
entera.

Nota El algoritmo del simplex nos garantiza la resolucién del problema de transporte, aunque
existen algoritmos especializados que son m4s eficientes.
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m Ejemplo 4.3

Para plantear un modelo lineal que represente el problema definimos
x;: cantidad de barras de pan que se envian desde cada origen A;, i = 1,2, a
cada destino /%, j = 1,2,3.

El modelo lineal para este problema es el siguiente:
min z = 8xy+6x10+10x13+1029; +4200+9102

sujeto a

Ty +xye dag = 2000

Tor ey ey = 2500

Ty +x9) = 1500
T2 +Ta = 2000

T3 +rey = 1000

Ty, T2, T13, 21, Tz, Tog = 0

lo podriamos resolver por Simplex. Tiene sentido en el contexto de barras de pan especificar que
las variables son enteros, para lo cual tendriamos que utilizar otro método. "

El problema de asignacion

gréafica

En general, el problema de asignacién consiste en asignar n origenes (por ejemplo individuos,
instalaciones...) a n destinos (tareas, localizaciones,...) de forma que se optimice alguna medida de
eficacia.

Nota: EI problema de asignacién es un caso particular del problema de transporte, en el que la
oferta y demanda tienen valor 1.

Formalmente, sabiendo que el coste de asignar el origen i al destino j es c;;, €l problema de
asignacién se formula como:
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=1

x;j binarias

Es decir,
1 sial origen i se le asigna el destino j,
Xi =
0 en otro caso.

Escrito en forma matricial:

min  ¢’x

sa. Ax=1
xijzo,l.Vi,j,
(x;; >0, x;j € Z Vi, j)

2 2 2
donde x = (x117x127' <5 Xlny -5 Xnly - ,Xnm) eR" , €= (clla' -3Cns €215+ -+, Cnl sy - - - 7cnn)7A € R
donde cada columna es de la forma a'/ =e¢;+e,j, 1 <i,j <n.
Este problema es el problema de transporte conm=ny a; =b; = 1.

Teorema 4.1.4
Cualquier solucion basica factible del problema de asinacion tiene toda x;; iguala 0 o 1.

Podriamos aplicar el método simplex para resolver este tipo de problema. En un problema de
transporte general, una solucién bésica tnedria 2n — 1 variables positivas, por el teorema anrterior
puede haber a lo sumo #n variables bésicas con valor 1. Debido a esta naturaleza tan degenerada,
existen algoritmos mas efectivos (e.g el Algoritmo Hungaro).

Lema4.1.1
Si en un problema de asignacion sustituimos el coste ¢;; por ¢;; = ¢;; + & + B j» con 0, B i €R,
el 6ptimo se alcanza en el mismo punto.

4.1.4 El problema del camino mas corto
Definicion 4.1.5 — Grafo.
Un grafo consta de un conjunto finito de elementos llamados nodos y de un subconjunto de
pares de nodos llamados arcos, ejes o aristas.

V= {X],Xz, cen ,xn}
E={(xi,xj) = (i,j) €V xV}
una grafica general del grafo.
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= Una cadena entre los nodos i y j es una sucesiéon de arcos que los conecta.
= Un grafo es convexo si hay una cadena entre dos nodos cualesquiera.

= Un grafo es dirigido si cada arco se considera orientado. Es decir, cada arco estd dado por un
par ordenador de nodos (i, j) y se dice que el arco vadeia j.

» Cuando los arcos llevan asociados cantidades que representan algun flujo al grafo se le llama
red.

» La matriz de incidencia se construye asignando un nodo a cada fila y una columna a cada
arco. En la columna del arco (i, j) se coloca un 1 en la fila de nodo i y un —1 en la fila de
nodo j. Un grafo queda representado por su matriz de incidencia.

Supondremos que la red es dirigida con un flujo d;; > 0 asociado a cada arco (i, j). Si no existe
dicho arco, asignamos d;; = o. Si buscamos el camino mas corto entre el nodo x; y el nodo x,,
podemos formar el problema con programacion lineal:

Nota: Puede ocurrir que d;; # d;;.

n n
Minimizar Y'Y djjxij
i=1j=1

n n
s.a lej — Z X =1 nodo origen
j=2 k=2
n n
Z Xj — Z xi =0, i#1,n cada nodo i ’interior’ tiene una salida y una entrada
=11 k=1ki

n—1 n—1
Zx,,j— Zxkn: —1 nodo destino
j=1 k=1

xijE{O,l}, i,j=1,...,n

donde
1 si se toma el arco (i,g)
Xij = .
0 en caso contrario.

Proposition 4.1.7
La matriz de incidenciaes TU.

Nota: Por ser T'U la matriz de incidencia, aseguramos solucién 6ptima x;; por lo cual la restriccién
de variables enteras puede ser sustituida por x;; > 0 y aplicar el algoritmo del Simplex.

= Ejemplo 4.4
Un ejemplo para demostrar la formulacion de este tipo de problema, y dando paso a explicar el
método greedy.

Alguien quiere organizar un viaje desde Sevilla a Madrid en tren, donde quiere tardar lo menos
posible.
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Bilbao

3\

5 \

——> Madrid
\

Toledo
S- 6 Valencia

Cordoba

Sevilla 1

Si definimos los nodos V = {s, ¢, v,m,t,b} conarcos E = {(s,¢), (s,1), (c,m), (c,v), (v,m), (v,b),(t,m), (b,m)}
y distancias d;; € {1,5,6,2,3,1,2,3}, la matriz de incidencia de este problema serfa:

1 1 0 0 0 0 0 0
-1 0 1 1 0 0 0
0 0 0o -1 1 1 0 0
M= 0 o -1 0 -1 0 -1 -1
0O —-1 O 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0O -1 0 1
El problema se formula asi:
min ZZd,’jxij
iJ
s.aa xptxis=1

X3 +x24 —x12=0

X34 +x36 —x23 =0

Xs4 —x15=0

X4 —Xx36 =0

—X26 — X36 — X46 — X56 = —1

xiJ'E{O,l},i,j: 1,...,5.

4.2 Ramificacién y Acotaciéon (Branch and Bound)

Dado un problema de programacion entera, definimos los siguientes conceptos y el algoritmo.

4.2.1 Resolucion grdfica

Demostramos el método de Branch and Bound con un ejemplo junto a su gréfica.

= Ejemplo 4.5
Consideremos el problema
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max z = 80z, + 45xs
sujeto a

T e =7

12y + Hap < 60

Ty, Ty = 0y enteras

En la siguiente grafica aparecen senialadas las soluciones del modelo lineal entero.

Ty
12z + bxy = 60
Tyt ae =T

Consideremos el mismo problema, quitando la restriccion de variables enteras.

max z = 8z | 45,
sujeto a

T+ To =T

122 + S51e < 60

Ty, oy = 0

La solucién de este problema, utilizando el método Simplex es x* = (3.6,3.4) con valor 6ptimo
7* = 440. Como vemos, la solucién no es entera, entonces no es la solucion al problema original.
Descartamos un trozo de la regién donde

EJEMPLO SIN ACABAR - NO SE DE DONDE VIENE

Algoritmo
Consideremos el problema lineal general:

min  c'x

sa. xeX

Definicion 4.2.1 — Ramificacion (Branch).
A la particién del espacio continuo del problema relajado en dos subproblemas continuos, se le
llama ramificacién del espacio.

En la ramificacion del espacio, se eliminan partes no factibles del problema relajado (P). Si el
6ptimo del problema relajado en la variable x; toma el valor x;, entonces hacemos la siguiente
particién en dos subproblemas P;, P>, introduciendo nuevas restricciones al problema.
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P

donde [x]] denota la parte entera de x;. Seguiremos ramificando hasta encontrar la solucién entera
Optima del problema original.

Definicion 4.2.2 — Acotacion (Bound).
En cada subproblema P; acotamos el problema, para descartar siguientes subproblemas sin
resolver, si cumple una de las siguientes condiciones:
1. El subproblema es infactible.
2. El valor del 6ptimo del subproblema no es mejor que una solucidn factible (para el
problema original) encontrada previamente.

Haz una grafica para explicar la division de la regidn factible y generacién de los subproblemas.

Con estos conceptos, podemos desarrollar el algoritmo de Branch and Bound:

Paso 1: Obtener el valor 6ptimo z}, y la solucién Gptima x;, del problema relajado. Establecer (F),
T =2px = x;‘, como elementos del nodo raiz ng. Tomar zyp =+ y 775 = z*.

Paso 2:

2.1) Six* eZ" STOP.

2.2) Six* ¢ Z", entonces Jx; ¢ Z. Entonces establecer dos ramas que parten del nodo 7.
Nodo n;, constituido por el problema (P;) resultante de afadir al problema (P) la
restriccion x; < [x}]. Sean (x;)* la solucién 6ptima y z; el valor 6ptimo de (P;).

Nodo n, constituido por el problema (P,) resultante de afadir al problema (P) la
restriccion x; > [xf] + 1. Sean (x2)* la solucién 6ptima y z5 el valor 6ptimo de (P»).

a.) Sialguin (P) es infactible esa rama no tiene que seguir siendo sondeada.

b.) Siz’ > zyp, esa rama no tiene que seguir siendo sondeada.

c.) Si (x;)* € Z", tomar z;p = Z; (en subdrbol que se va a generar) y repetir Paso 2.2
tomando »n; como n.

d.) Si(x;)* € Z"y ¥ = z15 entonces (x;)* es la solucién optima del problema entero. En
caso contrario y z* < zyp establecer zyp = z;.

Nota El algoritmo termina en un nimero finito de pasos. Si todos los nodos sondeados ofrecen
soluciones no enteras, el problema en infactible.

= Ejemplo 4.6
ejemplo muy largo. Quizds pregunta, o dar hecho como ejemplo escrito... Sea el problema entero
puro

min  —8x; —5x»
sa. x1+x <6
9x1 +5x, <45
xi>0,i=1,2.

x; enteras i = 1,2.

gréfica de la regidn factible.

Resolvemos el problema relajado por Simplex. hago el simplex?
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La solucién éptima es x| = % y X5 = %, conzt = —%. Los valores de las variables en la solucién

no son enteros. Por lo tanto, escogemos una de las variables para estudiar

» Nodo n; : (Py). Se aiade la restriccién x; < [x]] — x; < 3.
= Nodo n; : (P,). Se afiade la restriccién x; > [xj] +1 — x; > 4.

Nota Observamos que la unién de las regiones factibles de los problemas contiene toda la regién
factible del problema original. (Sélo se han eliminado partes que no contienen puntos enteros).

Resolvemos (P;) con Simplex. demuestra?. La so-

El 4rbol queda, por tanto: lucién es entera, por lo tanto es un nodo terminal.
P P
= (15/4, 9/4) e = (15/4, 9/4)
P Ay / 2= —165/4
v <3 N >4 ry <3 g S w4
P[ P_) P]
(=)' =(3,3) P
zp =—39

Ramificamos en la variable x;, a partir de (P).
Resolvemos el problema (P;) con Simplex de- = Nodo n3 (P3), se afiade la restriccion x; <

muestra? . X3 — x <l
= Nodo n4 (P4), se aiade la restriccion x, >
P Sl+1 — x> 2.
b = (15/4, 0/4)
2 = —165/4
— _ P
n<3 7 ““ >4 (15/4, 9/4)
2" = —165/4
Py P, T =3 ’ \“ 24
(') = (3, 3) (x%)* = (4, 9/5)
27 =-39 25 = —41 P P
(3, 3) z* = (4, 9/5)
2= 39 2t =41
La solucién no es entera, por lo tanto no es un Ty < 1 ? >3
nodo terminal, y hay que ramificar mas. -
Py Py
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Segtn el algoritmo, seguimos con P3 antes de Py
= Nodo ns (Ps), se afiade la restriccion x; <
Xi] — x <4.

Resolvemos P; con Simplex, dando solucién:

(15ff9~4w = Nodo ng (Ps), se afiade la restriccion x; >
= 1654 [Xi]+1 — x; >5.
A "
7 <3 :
P P, Y
3,3) (4, 9/5) |2 = —165/
v =30 =41 2 <37
7 ~ B
> 2 (3, 3)
7 =-30
g = 2
(z')" = (40/9, 1 Py
! r* Py
. : . n<4”
La solucién no es entera, hay que seguir ramifi- S
cando P B

Resolviendo Ps con Simplex, tenemos soluciénResolvemos Fs con Simplex. La solucion es ente-
entera, por lo tanto es un nodo terminal. ra, y vemos que es el mejor candidato de 6ptimo
hasta ahora.

P
(15/4, 9/4) T
2= 165 (15/4, 9/4)
T Z": —1@55;‘-1
~
(4, 9/5)
v =l
n<l” S22
R ‘
(40/9, 1) P,
2 = —365/9
T - . 21 =5
(x) = (4, 1) 7
7 =-37
Volvemos al nodo de P». Vemos que su valor optimo es z* = —41, lo cual es menor que el mejor

candidato actual. Por lo tanto, este nodo no estd acotado, y deberiamos sondearlo. Asi pues
resolvemos P4 con Simplex. El problema no es factible, y asi acabamos el arbol.

r
(15/4, 9/4)
T) 7J/ T
7 e
(3,3) (4, 9/5)
2t =-39 2t =41
n<)” -
P,;
P,
(40/9, 1)
o 365/ INFACTIBLE
X, <4 N -
3 T
(4, 1) (5, 0)
2t =37 2t = —40
La solucién 6ptima es (x1,x2) = (5,0) con z* = —40.
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Cortes de Gomory

Otra forma de resolver problemas lineales con variables enteras. Se comienza resolviendo el
problema relajado. Para las variables que han de ser enteras se introduce una nueva restriccion
(hiperplano de corte) que representa una condicidn necesaria de integridad de esa variable. Esta
restriccion suprime una parte de la regién factible, dejando el 6ptimo del problema relajado
infactible, sin eliminar soluciones factibles del problema original.
El hiperplano de corte:
1. Deja fuera la solucién 6ptima del problema relajado, con lo que hay que aplicar el método
del Simplex Dual.
2. Todas las soluciones factibles del problema original siguen estando en el nuevo conjunto
factible.
3. Sigue manteniendo el espacio factible convexo.

f-corte

solo se puede aplicar si los coeficientes en las restricciones son enteros?
Sea x* la solucién optima del problema relajado y supongamos que la variable x; = B~ 'b; =b; no
toma un valor entero. Consideremos

bi = [bi] + fi,
yij = vijl + fij, donde ;= B’la[j.
donde 0 < f; < 1y 0 < fi; < 1. Larestriccién que hay que introducir es:
fi< X, fixi
JENB

que cambiando de signo e introduciendo una variable de holgura (%;, entera no negativa) queda:

hi— Y fyxj=—fi

JENB

Con esta nueva restriccion, la solucién actual no es factible. Por lo tanto, seguimos con el método
del Simplex Dual. Si obtenemos una solucién entera, paramos. Si no, introducimos otra corte y
seguimos. Si en alguna iteracion se obtiene el dual ilimitado, no existe solucién factible entera.

= Ejemplo 4.7

*. = =
z¥: = max z = 5x; + 8x,
st
¥y ==6
5x; + O9x; == 45
Xyr ¥y =0, and integer

fficient of the constraints - including the RHS values - are inegers.

we rewrite this problem as follows:

Z¥: = max z = 5x%; + 8x,

sk
gt oHp ts; =6
le + sz + §; = 45

X4y Xy Sq 5, >=0, and integer

: slack variables associated with the two functional constraints, Note
o these variables.

the linear programming relaxation of this problem is x = (2.25,3.75)."
i problem is as follows:

BV | x1[x2 51 52 RHS
x1 1|0 2.25 -0.25 2.25
x2 0f1]-1.25 0.25 3.75
z ojo 1.25 0.75 41.25
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The situation is described graphically in Figure 1.

Si afiadimos una corte para la variable x;:

Tenemos @2 =3.75,dando f, =0.75, con fi» =0.75, f,, = 0.25.

entonces es:

Resolvemos el siguiente problema lineal:

cuyo region factible es:

S.a

max

hz — 0.7551 — 0.2582 =-0.75

z=>5x1 +8x,
X|+x2+s51=06

S5x14+9x + 85, =45
hy —0.75s1 —0.255, = 0.75

X1,X2,81,82,h; > 0 integer

l".
~0/d o o o o @

a@/® ® @ @ @ @

9 @ ® 8 o @ ®

o @0 o o
«c9/@8 o @
[ ]

La restriccion que hay que afiadir

Ahora extendemos la tabla de Simplex para incluir la restriccién nueva y la variable de holgura

nueva (en la base), con sus coeficientes:

basica | x; x» S1 52 hy  valor
-z 0O 0 125 075 0 41.25
X 1 0 225 -025 0 225
X 0O 1 -125 025 0O 375
h 0O 0 -075 -025 1 -0.75

Seguimos con la resolucién del problema nuevo con el método del Simplex Dual.

4.3.2 Corte mixto de Gomory

Una formada mas fuerte de las cortes de Gomory, que también se puede aplicar a problemas mixtos

(variables enteras y no enteras).
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4.4 Problemas

1. Supongamos que una empresa productora de barras de pan tiene dos almacenes A; y A;
desde los cuales debe enviar pan a tres panaderias Py, P> y P3. Las ofertas, las demandas y
los costes de envio se dan en el siguiente grafo:

a. Plantear el problema lineal que minimiza el coste de transporte para satisfacer las
demandas.

b. Definir la matriz de incidencia del problema.

c. Demostrar que la matriz de incidencia es TU.

2. Considere un problema en el que existen n objetos de un conjunto origen que se pueden
emparejar con otros 1 objetos destino (p.e. empleados y puestos de trabajo). Supongamos que
si se realiza el emparejamiento del objeto origen i con el destino j se obtiene un beneficio
cij,v(i,j) € {1,...,n}>%

a. Formule como un problema de Programacion lineal entera con variables binarias el
problema de determinar los m emparejamientos que dan el maximo beneficio, siendo
m < n.

b. Modifique la formulacién del apartado anterior de formar que si el objeto origen i es
emparejado se incurra en un coste adicional ;.

c. Obtenga el dual de la relajacién continua de la formulacién del primer apartado.

3. Consideremos el siguiente problema lineal entera:

max z=5x]+4x
s.a.  3x;+4x <10

Xx1,x2 > 0 enteras

a. Resolver el problema con el método de ramificacion y acotacion (Branch and Bound).
b. Demostrar la solucién en particiones graficamente.

4. El duefio de una fabrica quiere comprar maquinas nuevas - prensas y tornos. Ha obtenido
una estimacion que cada prensa comprada incrementard sus beneficios por 100€al dia y cada
torno 150 al dia. La cantidad de maquinas nuevas que puede comprar estd limitado por el
espacio disponible en la fabrica. Los precios de las maquinas y sus requerimientos de espacio
en la fabrica son:
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Maquina Espacio necesario (m?) Precio (€)
Prensa 15 8000
Torno 30 4000

El dueio tiene un presupuesto de 40,000€y 200 metros cuadrados de espacio en la fabrica.
Formular un problema de optimizacidn lineal entera para maximizar los beneficios diarias del
duefio en comprar las maquinas nuevas. Resolver el problema con el método de ramificacién
y acotacién (Branch and Bound).

5. Utilice el método de cortes de Gomory para resolver el siguiente problema de programacién
lineal entera pura

max x;+3x
sa xi+xp>1
X1 +2x <3
X1,X € Ziy
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https://neos-server.org/neos/

/-—-\.

NEOS Server: State-of-tt

The NEOS Server is a free internet-based service for solving numerical o
Madison, the NEOS Server provides access to more than 60 state-of-the-z
Madison run on distributed high-performance machines enabled by the HT
in Austria, and the University of Minho in Portugal.

Linear Programming

bpmpd [AMPL] [LP] [MPS] [QPS]
Clp [MPS]

COPT [AMPL] [GAMS] [LP] [MPS] [NL]
CPLEGAMS] [LP] [MPS] [NL]
FICO-Xpress [AMPL] [GAMS] [MOSEL] [MPS] [NL]
Gurobi [AMPL] [GAMS] [LP] [MPS] [NL]

HIGHS [AMPL] [GAMS] [LP] [MPS]

MOSEK [AMPL] [GAMS] [LP] [MPS] [NL]
OCTERACT [AMPL] [LP] [MPS] [NL]

0OQP [AMPL]

SoPlex8Obit [LP] [MPS]

The NEOS Guide website complements the NEOS Server, showcasing optimization case studies, presentir

information on the NEOS Server.

NEOS Server
[+ Suomi 3 oo to nEOs |

v o0 UtUC Ay oD Results
« User's Guide to the NEOS Server
« NEOS Server FAQ

« NEOS Support

3 archivos:

1. Modelo
2. Datos
3. Comando

5.1 Ejemplos

5.1.1 Ejemplo 1

Optimizar los beneficios de un vendedor donde xp son las horas que dedica a tarea B y x¢ son las

horas que dedica a tarea C.
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minimizar  Bene ficios = 25xp + 30x¢

s.a. 2—00)63 + mxc <40
0 <xp <6000
0 <xc <4000
Fun Resolver -
\lr-:h\-'c Edicion Formato Ver Ayuda
solve;
display XB;
" Ejsimple.mod: Bloc de notas display XC;
Definir variables Archivo  Edicién  Formato  Ver Ayuda Mostrar resultado
——>> var XB; de variable
Tvar XC;
maximize Profit: 25 * XB + 3@ * ) Variable
Max/min ———7 subject to Time: (1/208) * XB + | . 3
subject to B_limit: @ <= XB <= 60800;
< subject to C_limit: @ <= XC <= ABBB;l
Sujeto a

Restriccion

Nombre de restr

Resolviendo el problema:

_________ b e————

-
Executing on prod-exec-2.neos-server.org

Presolve eliminates 2 constraints.

Adjusted problem:

2 variables, all linear

1 constraint, all linear; 2 nonzeros
1 inequality constraint

1 linear cbjective; 2 nonzeros.

CPLEX 28.1.@.8: threads=4

CPLEX 2@.1.2.8: optimal solution; objective 1928880
1 dual simplex iterations (@ in phase I)

XB = cBee

XC = 14@8

Vemos que la solucién 6ptima es (xp,xc) = (6000, 1400) con valor 6ptimo de la funcién objetivo

192000.

Podemos escribir el mismo problema en una forma generalizada, mas adecuada para problemas
con muchas variables o restricciones.
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Llamar a datos

£ 3
Archivo Edicién  Formato V| Archi Edicion Formate  Ver /Ayuda
set P i= xl x2; set P;  # definir conj
param: & C u :=
x1 288 25 6806
yx2 148 38 4868 ;

# columna of matriz A
# vector b

param a {j in P};
param b;

nto de datos en otro archive

Definir parametros

j Ejl.com: Bloc de notas

Archive Ediciéon Formate  Ver Ayuda
kolve;

display {j in P} X[j]; @—u_

Mostrar todas

param b := 48; param ¢ {j in P};  # vector ¢
param u {j in P}; # Cotas superiores
var X {j in P};
maximize Z: sum {j in P} c[§] * X[§]1;
subject to rl: sum {j in P} (1/a[j]) * X[j] <= b;
subject to r2 {j in P}: @ <= X[j] <= u[jl;
\
Una restriccion, suma de variables
Una variable, varias restricciones
Ejemplo 2
maximizar  Beneficios = 25Bands + 30Coils 4+ 29Plates
1 1 1
s.a. ——Bands + ——Coils + —Plates < 40
200 140 160 -
Bands + Plates < 6000
1000 < Bands < 6000
500 < Coils < 4000
750 < Plates < 3500
Ejemplo 3

Dos empresas suministran un determinado producto a un cliente durante los dos proximos meses.
Los costes unitarios de produccién y envio, y las capacidades maximas de produccion se recogen

en la siguiente tabla:

Mes 1 Mes 2
Coste de Coste de Coste de Coste de
produccion envio al Capacidad | produccion envio al Capacidad
por unidad  cliente/unid. por unidad  cliente/unid.
Empresa 1 35 50 7 45 60 4
Empresa 2 30 40 9 40 70 9

— Si se produce y se envia en el primer mes, el producto puede ser utilizado para satisfacer la
demanda del segundo mes, pero con un coste unitario de 13 unidades.

— Al final del primer mes puede haber 6 unidades en inventario como maximo.

— El cliente necesita 9 unidades del producto en el primer mes y 11 en el segundo.

* Formular un problema de programacion lineal para hallar el minimo coste que verifique las
demandas anteriores, resolviendo dicho problema con AMPL.
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Solucién

minimize Coste:
35%x[ 'xpl'] + 3@Fx[ypl'] + 45%x['xp2'] + 4@%x['yp2'] + S@*y[ 'xel'] +
ag*y[ 'yel'] + 60%y[ 'xe2'] + Toty['ye2'] + 13%xi + 13%yi;

subject to Rinv:
®1 + yi <= 6;

subject to RProd[ 'xpl']:
®['xpl'] <= 73

subject to RProd[ 'ypl']:
x['ypl'] <= 9;

subject to RProd[ 'sxp2']:
®['xp2'] <= 43

subject to RProd['yp2']:
x['yp2'] <= 95

subject to RE1:
y['xel'] + y['yel’] = 95

subject to RE2:
y['xe2'] + y['ye2'] + xi + yi = 113

5.2 Practica 1

5.2.1

Pregunta 1

La empresa Berkeley Paint Company fabrica dos colores de pintura, azul y verde. La pintura azul
se vende por 10€/litro, y la pintura verde por 15€/litro. La fabrica puede producir 40 litros/hora de
la pintura azul y 30 litros/hora de la verde. El departamento de recursos humanos ordena que sélo
pueden vender en una semana a lo sumo 1000 litros de la pintura azul y 860 litros de la verde. Si
una semana son 40 horas de trabajo y no se puede guardar pintura entre semanas, hallar la cantidad
de pintura a fabricar para maximizar los beneficios en una semana.

Solucion
Sea PaintB los litros de pintura azul y PaintG los litros de pintura verde. El problema lineal es:

max  10PaintB + 15PaintG

1 1
.a.  —Pai — Pai <
s.a 40Palm‘B + 3OPath <40

0 < PaintB < 1000
0 < PaintG < 860

P1.mod

var PaintB; # amount of blue

var PaintG; # amount of gold

maximize profit: 10*PaintB + 15%PaintG;

subject to time: (1/40)*PaintB + (1/30)*PaintG <= 40;
subject to blue_limit: O <= PaintB <= 1000;

subject to gold_limit: O <= PaintG <= 860;

Pl.com

solve;

Solucidn: PaintB = 453.333 PaintG = 860 7" = 17433.3333.
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Pregunta 2

La empresa Berkeley Paint Company ha expandido sus operaciones. Ahora tiene 3 fabricas, pero
s6lo produce pintura azul. En una semana, la empresa tiene que enviar pintura a cuatro clientes. En
la siguiente tabla se resume el coste de envio entre cada fabrica a cada cliente:

Cliente 1 Cliente 2 Cliente 3 Cliente 4

Fabrica 1 1 2 1 3
Fabrica 2 3 5 1 4
Fabrica 3 2 2 2 2
El suministro de cada fabrica es: La demanda de cada cliente es:
Fabrical 250 Cliente 1 300
Fabrica2 800 Cliente 2 320
Fabrica3 760 Cliente 3 800

Cliente 4 390
Formular el problema lineal para minimizar el coste de envio que verifique la demanda de los
clientes. (Nota: la demanda total es igual al suministro total)

Solucién

Sea x;; la cantidad de litros de pintura azul enviado desde fébrica i a cliente j y sea c;; el coste a
cada envio. Si el suministro es S = {250,800,760} y la demanda es D = {300, 320,800,390}, el
problema lineal es:

3 4
min Z:ZZC,'J'X,'J'
i=1j=1
S.a. xij:S,' Vl:l,3
1

J
3

4

xij:Dj V]:1,4
1

1

Xij > 0 Vl,]
P2.mod

set Warehouses;

set Customers;

#transportation cost from warehouse i

#to customer j

param cost{i in Warehouses, j in Customers};

param supply{i in Warehouses}; #supply at warehouse i
param demand{j in Customers}; #demand at customer j
var amount{i in Warehouses, j in Customers};

minimize Cost:

sum{i in Warehouses, j in Customers} cost[i,jl*amount[i,j];
subject to Supply {i in Warehouses}:

sum{j in Customers} amount[i,j] = supplylil;

subject to Demand {j in Customers}:

sum{i in Warehouses} amount[i,j] = demand[j];

subject to positive{i in Warehouses, j in Customers}:
amount [1,j]>=0;
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P2.dat

set Warehouses:= Oakland San_Jose Albany;

set Customers:= Home_Depot K_mart Wal_mart Ace;
param cost: Home_Depot K_mart Wal_mart Ace:=
Oakland 1 2 1 3

San_Jose 351 4

Albany 2 2 2 2;

param supply:= Oakland 250

San_Jose 800
Albany 760;
param demand:
K_mart 320
Wal_mart 800
Ace 390;

Home_Depot 300

P3.com

solve;
display amount;

Solucioén:

CPLEX 20.1.0.0: optimal solution; objective 2570
1 dual simplex iterations (O in phase I)

amount :=

Albany  Ace 390
Albany  Home_Depot 50
Albany  K_mart 320
Albany Wal_mart 0
Oakland Ace 0

Oakland Home_Depot 250
Oakland K_mart
Oakland Wal_mart
San_Jose Ace
San_Jose Home_Depot
San_Jose K_mart
San_Jose Wal_mart 800

O O O O O

2

Pregunta 3

Un banco estd desarrollando una politica de préstamos que implica una inversion maxima de 12
millones de euros durante un periodo de un aflo. La tabla siguiente muestra los datos pertinentes en
relacién con los préstamos disponibles durante el periodo considerado.

Tipo de préstamo  Tasa de interés % de deudas impagable

Personal 0.14 10
Automévil 0.13 7
Vivienda 0.12 3
Agricola 0.125 5
Comercial 0.1 2
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Las deudas impagables son irrecuperables y no producen ingresos por intereses (por ejemplo, en
los préstamos personales el banco pierde el 10 % por deuda impagable, por lo que el banco recibird
un 14 % de intereses sobre 90 % del préstamo original).

La competencia con otras instituciones financieras dicta la asignacién del 40 % como minimo de
los fondos para préstamos agricolas y comerciales. Para ayudar a la industria de la construccién, los
préstamos para vivienda deben ser por lo menos del 50 % del montante total dedicado a préstamos
personales. El banco limita la proporcion total de las deudas impagables en todos los préstamos a
un maximo de 4 %. Se supone que todos los préstamos se emiten en bloque al principio del periodo
considerado.

Plantear un problema de programacion lineal que sirva para encontrar el maximo rendimiento neto
(ingresos menos pérdidas) y resolverlo con AMPL.

Solucién

max Zl‘i(l —d,')xl‘

s.aa  x4+x5>04
x3 > 0.5%x;
d,-xi § 0.04 Vi.

donde x = personal ,automvil, vivienda,agrcola,comercial, d es la deuda impagable y ¢ la tasa de
interés de cada tipo de préstamo.
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