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“** LOYOLA

1.1

O. Fundamentos de la Optimizacion Matematica

Intfroduccién

La optimizaciéon matematica es el proceso de la formulacion y resolucion de un problema matema-
tico de la forma:

maximizar  f(x)

sujetoa  gi(x) <b;, i=1,2,....m,

donde f(x),gi(x) y i son funciones con n variables x € R".
Nota Resolver maxf(x) es igual a resolver min — f(x).

Aqui, la funcién f(x) se llama la funcién objetivo y x = (xi,...,x,)” las variables de decision.
Las funciones g;(x) y hj(x) son las restricciones (también ligaduras) del problema, donde g;(x)
son restricciones de desigualdad, y /;(x) son restricciones de igualdad.

m Ejemplo 1.1 Una empresa planea gastar 10000 euros en publicidad. Se sabe que un minuto
de publicidad en television cuesta 3000 euros y 1000 euros en la radio. Si la empresa compra x
minutos de publicidad en televisidn e y minutos en la radio, su ingreso, en euros, estd dado por
—2x% —y? 4 xy + 8x+ 3y. ;Cémo puede la empresa maximizar sus ingresos?

Las variables de decision del problema son:

X : minutos que compra la empresa en televisién

y: minutos que compra la empresa en radio

El objetivo es maximizar los ingresos, Z(x,y) = —2x> — y? +xy + 8x + 3y, y la restriccion es gastar
en total 10000 en publicidad 3000x + 1000y = 10000. Por tanto, tenemos el problema:
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Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matematica

maximizar  Z(x,y) = —2x*> —y* + xy + 8x+ 3y
sujetoa  3000x 4 1000y = 10000
x,y > 0.

Diremos que x = (x1,...,x,)’ es una solucién factible si cumple todas las restricciones g;(x) y
hj(x), y definimos el conjunto de todas las soluciones factibles, la region factible, por Q.

En problemas sencillos, graficar el conjunto de restricciones puede ayudar en su resolucion.

m Ejemplo 1.2 Consideremos el siguiente problema de optimizacién

maximizar  f(x) =x;
sujetoa  x7+x3 < 4,
X1 2 1.

Podemos graficar sus restricciones en 2D e identificar la regidn factible del problema:

Ly

J

DAY
-+
R

4l
N

Figura 1.1: Regién factible

En este ejemplo sencillo, la funcién objetivo es maximizar x1, y desde la grafica de la regién factible,
podemos identificar que el valor 6ptimo es x* = (2,0). .

m Ejemplo 1.3 En este ejemplo, consideramos un problema de optimizacién mas complicado.

maximizar 3x;+5x =27
sujetoa  x; <4,
3x1 4 2x < 18,
2xy <12

X1,X2 > 0.

Dibujamos la regién factible:
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1.1 Introduccioén 9

X2

3xp+ 203 = 8

Region
—  factible

Figura 1.2: Regién Factible

La funcién objetivo en este caso es un plano, y para ver su valor en la region factible, podemos
proyectar su valor en lineas de nivel.

X2

8

Z=136=3x +5x,
Z=20=3x; + 5x;

Z=10=3x; + 5x

Figura 1.3: Valor 6ptimo Figura 1.4: Funcién objetivo

El vector 6ptimo del problema se denota por x*, y el valor éptimo correspondiente de la funcién
objetivo por f(x*). Si el problema no tiene restricciones, se llama un problema de optimizacion sin
restricciones.

El resultado principal utilizado para conocer si un problema de optimizacion tiene solucién es el
Teorema de Weierstrass.

Teorema 1.1.1 — de Weierstrass.
Sea f(x) una funcién continua definida sobre un conjunto compacto (cerrado y acotado) K C R”.
Entonces el problema de optimizacién

Optimizar f(x)
Sujetoa x€K
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10 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

tiene al menos una solucién para ambos objetivos de minimizaciéon y maximizacion, es decir

f(xhin) = min f(x)
I x xt €K : L

i max f(Xoax) = méx f(x)
xek

Un problema de optimizacién puede no tener solucion, tener tnica solucidn, o tener varias. Por
ejemplo con las funciones sen(x) o x*>. También podemos diferenciar entre 6ptimos locales y
globales.

Local Minimum ——

Global Minimum —

Figura 1.5: Optimos locales y globales (fuente: Mathworks.com)

La optimizacién matematica, también conocida como la Investigacion Operativa, engloba el andlisis
y resolucién de problemas en el mundo real, con métodos y técnicas variados.

Investigacién Operativa

. , )
Deterministicos Hibridos Estocasticos
y y v k.
Optimizacién Optimizacién Programacion | Programacion
No Lineal Lineal Dindmica Estocdstica
Progamecion | || Programacion |
No Lineal Lineal
Métodos de ] Programacién | | | | Procesos
Busqueda Entera/Binaria estocasticos
Métodos Transportey | | -
Clasicos - Logistica |_| Teoria de
Juegos

e}

Figura 1.6: Investigacion Operativa
La asignatura Optimizacion Matemdtica se concentra en definir conceptos fundamentales de la
investigacién operativa, y la definicién y resolucién de problemas de optimizacién no lineales.

La teoria y resolucion de problemas de optimizacion lineales serd considerado en la asignatura
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1.2 Convexidad 11

Transporte y Logistica.

Convexidad

Una consideracion especial en la resolucién de problemas de optimizacion es la convexidad de
la funcidn objetivo y el sistema de restricciones. En este capitulo, consideremos las definiciones
y teoremas importantes sobre la convexidad de conjuntos y funciones, y como pueden afectar la
resolucién de un problema de optimizacion.

Definicion 1.2.1 — Convexidad - Conjuntos.
Un conjunto C C R” es convexo si para todo a,b € C tenemos que (1 —A)a+Ab e C,VA €0,1].

Figura 1.7: Convexidad de conjuntos

Nota: El conjunto vacio 0 es convexo.

s Ejemplo 1.4
Demuestra que C = {u € R?|u-v < 9} es convexo.

Si C es convexo, tenemos que por cualquier u,w € C,z € [0,1], tu+ (1 —¢)w € C. Entonces sean
u,w € C,t € [0, 1], queremos demostrar que (ru+ (1 —1)w)-v € C.

(tu+(1—t)w)-v=tu-v+(l—t)w-v
<t(9)+(1—-1)(9)
<9

Por lo tanto, (fu+ (1 —1)w)-v € C Vu,vy C es convexo. .

m Ejemplo 1.5
SeaA C R"y ¢ € R, donde A es convexo. (Es cA = {z € R" | z=cx, x € A} convexo?

Sean z;,2; € cA. Entonces z; = ¢x,22 = ¢xp € cA, donde x;,x, € A. Si A € [0, 1], por la definicién
de convexidad tenemos:

Au+(1—A)z=2Acx;+ (1 —2A)exy
=c(Ax1+ (1 —=A)x2) € cA = convexo.

yaque Ax; + (1 —A)x, € A, por ser A convexo. .
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12 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

Lema 1.2.1

Sean S1,5> C R" convexos, entonces
— S$1 NS, es convexo,
- S1+82 = {x1 +x2:x1 €S1,x2 €S>} es convexo,
- S168 ={x1 —x2:x1 €81,x2 €S2} es convexo.

Demostramos la propiedad para la interseccidon de conjuntos convexos:

Demostracion 1.1
Sea A; CR" i € I una familia de conjuntos convexos. Si (] A; = 0, ya estaria demostrado.
icl
Si N A; # 0, sean x1,x; € () A;. Tenemos x1,x, € A;, Vi € I, y por ser los conjuntos A; convexos,
iel iel
Axi+(1=A)xx €A; Viel, VA €(0,1),
con lo que
Axi+(1-2A)xp (A VA €(0,1),
iel

esto es, () A; es un conjunto convexo.

i€l
Esta propiedad estd representada en Figura 1.8.

f,

He

Figura 1.8: Combinacién Convexa

= Ejemplo 1.6
Si Ay B son dos subconjuntos convexos no vacios de R”, se define su suma como el conjunto

A+B={zeR"z=x+yx€A,yeB}.

Demuestra que A 4 B es un conjunto convexo.

Sean z1,70 € A+ B. Se tiene que z; = x1 +Yy1 Yy 22 =x2 +y2, con x1,x3 € A, y;,y2 € B.Sit € [0, 1],

tz1+(1 =tz =1(x1+y1) + (1 —1)(x2+y2)
=(tx1+(1—t)x2) + (ty1 +(1—1)y,) EA+B

ya que tx; + (1 —1)xp € A por ser convexo, y ty; + (1 —¢)y, € B por ser convexo. "
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1.2 Convexidad 13

Definicion 1.2.2 — Convexidad - Funciones.

Diremos que la funcién f es convexa en C convexo si para todo x1,x; € C,
Fn +(1=A)x) S AfGx) +(1—A)f(x) VA €[0,1]

Si la desigualdad es estricta para x; # xp,A € (0,1) diremos que f es estrictamente convexa.
Diremos que f es (estrictamente) concava si f(Ax; + (1 —2A)x2) <Af(x1)+(1—A4)f(x2) VA€
[0, 1].

Convex Mon Convex
01— Ax)=x?+3x+3 150 1 M= 3k aaxPed
25 -
100
20 -
EO -
15 - ¥
10 1 01 *\\
37 —50 \
D T T T T T _lc”} - T T T T T
-4 -2 0 2 & —4 -2 0 2 4
Figura 1.9: Convexidad de funciones
= Ejemplo 1.7

Pruébese que la funcién f: R" — R, f(x) =a’ x+b, a,x €ER", b € R es céncava y convexa a la vez.

Sean x1,x, € R” y A € [0,1]. Entonces, tenemos f(x;) = a’x; + b, f(x2) = axo +b. Si f es
convexa y concava a la vez, f(Ax; + (1 —A)x2) = A f(x1)+ (1 —A4)f(x2). Tenemos:

Fxi4 (1 =A)x) = al (Ax; + (1 —A)x) +b
=Ad"x;+(1=A)a"xa+(1+A—A)b
=A(a"x1 +b)+ (1 —21)(a" x2+b).

= f es convexa y concava. "

Una forma para comprobar la convexidad (o concavidad) de una funcién f(x) x € R”" es calcular su
Hessiana.

Convexa si la hessiana de f es semidefinida positiva

Concava sila hessiana de f es semidefinida negativa

= Ejemplo 1.8
La funcién f(x) = x> +2 es una funcién de una variable. Usando la prueba de la segunda derivada,
podemos identificar si es convexa o céncava. f” =2 > 0, lo cual indica que la funcién es convexa. m

= Ejemplo 1.9
Consideremos la funcién f(x,y) = 2x* +3x+4 3y? + 1. ( Es la funcién convexa en (x,y) € R??

La hessiana de la funcién es H f(x,y) = <g (6)> . Para determinar si la matriz es semidefinida
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14 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

positiva o negativa, calculamos sus valores propios. det (H f(x,y) —AI) = (4—A)(6 — 1), igualando

acero = A =4 0 A = 6. Por tener ambos valores propios positivos, la matriz es semidefinida

positiva, y por lo tanto la funcién f(x,y) es convexa.

Nota Una matriz es semidefinida positiva cuando sus valores propios A; > 0Vi, semidefinida
negativa cuando A; < 0Vi e indefinida cuando 3A; <0y A; > 0.

Otra forma de comprobar que una funcion es convexa es por su determinante D = f, fy, — fxzy:
— SiD >0y fix(x,y) > 0es convexa
- SiD >0y fix(x,y) <0esconcava
— Si D < 0la matriz es indefinida

Definicién 1.2.3

Sean los vectores ay,...,a;, b € R", diremos que b es
k
Combinacion lineal de ay,...,a; si existen A,...,Ax € Rtal que b = Z Ajaj,
j=1
k k
Combinacién afin de ay,...,a; si existen A,...,Ax € R con ij =1talqueb= ) Ajaj,
J=1 Jj=1

k
Combinacién convexa (estricta) de ay,...,qy si existen A1,...,4; € R con Z?L i=1lyAj>

=1

J

k
0(A; >0) tal que b = Z Aja;j.
j=1

= Ejemplo 1.10

Consideramos los vectores B=< 1,1 >y C=<2,1>en 1.10.

Figura 1.10: Combinacién Lineal/afin

Figura 1.11: Combinacién Convexa
Una combinacién lineal de los vectores es 1B+ 1C = D =< 3,2 >. Una combinacién afin puede

ser iB+1C=<15,1>.

Ahora consideramos tres vectores A =< 2,6 >, B=<2,2 >y (C =< 8,4 >en 1.11. Vemos que la

combinacion afin £ = %A — %B + %C nos da un vector fuera de la regién entre los tres puntos A, B

y C. La combinacion convexa D = ;A + %B + A%C nos da un vector dentro de la region. "

I Definicién 1.2.4
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1.2 Convexidad 15

Sean S C R" y %5 la familia de los conjuntos convexos de R” que contienen a S. Llamaremos
envolvente convexa de S, Cy(S), a la interseccion de todos los conjuntos de €s. Es decir

k k
Co(S) = {x:x: Zl,-x,-, x €S, 4 >0, Z),,-: 1} conk=1,2,...
i=1 i=1

Es decir, la envolvente convexa de S es el conjunto de puntos que pueden escribirse como
combinacién lineal convexa de una cantidad finita de puntos de S.

70

Figura 1.12: Envolvente Convexa

demostracién quitada

Nota A C Cy(A).
Nota Si A C B, entonces Cy(A) C Cy(B).
Nota Cy(A) es convexo.

Demostracién 1.2
Demostramos que Cp(A) es convexo.

Sean x,y € Cy(S), tenemos:

k l
X = Z)Lixi Y= Zﬁiyi
j i=1

con
k
0<A <1, Y Ai=1, €S, i=1,... .k,
i=1
]
0<pi<l, Y Bi=1, YiES, j=1,...,1,
j=1
Sio<r<1

k 1
tx+(1—t)y=Y tdx;+ Y (1-1)Bjy;
i=1 j=1

yaque0<A; <1,i=1,...ky0<(1-1)B;<1,j=1,...,l, tenemos

4

Zk“ﬁwr i(l—t)ﬁj =t ; Ai+(1-1) Zl:ﬁj
i=1 j=1 =1 =1

J
=t(1)+(1-2)(1)
1

= tx+ (1 —1)y € Cy(S). Entonces es convexo. n
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16 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

Proposicion 1.2.1

Sean A, B C R" no vacios.
1. Si A es convexo, entonces A = Cp(A),
2. Co(A)+Co(B) =Co(A+B).

Demostracion 1.3
1)
Ya sabemos que A C Cy(A). Reciprocamente, supongamos que A es convexo y veamos que
Co(A) C A. Si x € Cy(A), entonces existen xj,...,x; € A, A1,...,4 > 0 con Zle Ai=1ly
Zﬁ‘:l Aix; = x. Es decir, que x es una combinacién lineal convexa de x;. Razonamos por induccién
sobre k:
— Si k=1, es evidente que x € A.
— Si k=2, entonces x € [x1,x2] C A (por ser A convexo).
— Supongamos por hipétesis de induccién que si y € Cy(A) se escribe como combinacién
lineal de menos de k puntos de A. Tomemos x € Cy(A), y consideremos valores de
A €10,1]: Si 4 = 0, entonces aplicamos a x nuestro hipétesis de induccién, y x € A (por

ser combinacion lineal convexa de k — 1 puntos). Si Ay = 1, entonces A} =--- =A_; =0
luego x es combinacién lineal convexa de un punto de A, entonces x € A. Si A € (0,1),
entonces,

k—1

k A
x:Zl,-xi:(l—QLk)Zl Axl—f—?thk
i=1 -

donde vemos que resulta una combinacion lineal convexa de x; y ):i.‘;ll 1 f’l
: k=1 A <
A es convexo, solo necesitamos probar que ).~ =7 %i € A para que x esté en A. Pero

;. Como

Zl = /1 X; es combinacion lineal convexa de xp,...,x—1 € A, porque Y’ f’kk =1.E.g:
siA=0.5 :>Zl—05:>1 = =1

Por el hipétesis de induccion, Zl 1 1= /1 x; €A.

= x € A. Entonces hemos cogido x € Cy(A) y llegado ax € A Vx € Cy(A) si A convexo.

= A=Cy(A).
2)
demostracién quitada =
Lema 1.2.2
X1,-..,x € R" son afinmente dependientes si y sélo si existen Ai,...,A € R no todos nulos

k
tales que Z?Li =0y Zl,-x,- =0.

i=1 i=1

linealmente dependientes si quitamos Y A = 0.

Demostracion 1.4
demostracion quitada u

Teorema 1.2.1 — de Caratheodory.
Sea S C R”, si x € Cy(S) entonces puede ser expresado como combinacién convexa estricta de a
lo sumo n + 1 puntos de S afinmente independientes.
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1.2 Convexidad 17

Demostracion 1.5

Seax € Cp(S), de la forma x = Z{;l Aix; para ciertos xp, ..., x; €A, con Ay,..., A4k > O,Zﬁ‘:l A=
1 (una combinacién convexa).

Elegimos esta combinacién la més corta posible (k més pequeiia posible), con A; > 0 Vi.

Por reduccioén al absurdo, supongamos que xi, . ..,x; son afinmente dependientes. Por el Lema
1.2.2, existen @, ..., 04 € R no todos nulos tales que Zé‘:l a; =0y Zi-;l o;x; = 0.

Ordenando de los indices, podemos suponer que

)Lk:min{ki | Oc,->0}.
(0 (04

k i

Si podemos escribir x como combinacién linea convexa de xp,...,x;_; tendremos una contra-
diccidn (se habia supuesto la combinacién original la mds corta posible).

k k—1
X = Zl,-x,- = lixi+lkxk
i=1 i=1
k—1 k—1 A k—1 A
k k
=Y Aixi— ) —oixi+ Yy —oux; + Axy
247 l:ZI o N ZZZI o 149

s

i
k

A —lk(x +k§71 —)Lk(x +4
y= ;| X 25 X-
1 i o i i =~ o A kAk

1

Los dos ultimos términos suman a cero, ya que

= A A = A A i A

k k k k k
Y o+ A=) oxi+ —ogpx=— ) ox;=—-0=0.
i=1 Yk k =1 k k =1 k

Por tanto, s6lo nos queda ver que el primer término es una combinacién linea convexa. Para
demostrar, los coeficientes tienen que sumar a 1:

E(W—MO!)— kil?H—), — A+kiﬁa' —1—ﬁioe~—l—ﬁ 0=1
~ i o i ~ i k k ~ o i akl-zl i o s

y hay que demostrar que cada coeficiente A; — g—’;a,- es no negativo. Usando el orden asumido de

. . )Lk o o A[. ) X
los indices &+ = mln{a | o > O} 5
: A Ai A
— Si @; > 0, entonces £ < & luego Ai— 20 >0.
— Si o; =0, entonces A; — %O‘i =A;>0.
— Si a; < 0, entonces o > 0 porque Y & = 0 y también A4 > 0 = ﬁ—’; >0> %’; luego

%OC,’ < Ai = li—%ai >0.
Asi queda demostrado que un punto x € Cy(S) puede ser expresado como una combinacién
convexa de k — 1 puntos de S independientes. Lo cudl es una contradiccion de la suposicion de
ser la combinacién mds corta.

Si elegimos k < n+ 1, ya hemos terminado la demostracién. Si elegimos k > n+ 1, solo hace

falta repetir el mismo proceso en bucle hasta que k < n+1. u

= Ejemplo 1.11
Consideremos el conjunto S C R?, donde S = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
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18 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

(g1

[
(n ) 0\
Figura 1.13: Teorema de Caratheodory

El teorema de Caratheodory nos dice que un punto, como por ejemplo (%, %), puede ser expresado
por una combinacién convexa de como mucho 3 puntos de S. Vemos que la combinacién convexa
5<0,0>+3<0,1>+3<1,0>=<7,7> .

» Ejemplo 1.12

Una aplicacidn del teorema de Caratheodory: Demostrar que la envolvente convexa de un conjunto
compacto es compacta.

Sea X compacto. Tomamos una sucesién en Cy(X) y demostramos que tiene una sub-sucesion

convergente cuyo punto de acumulacién pertenece a Co(X).

Por Caratheodory, una sucesion en Co(X) se puede expresar como {Y ax¥}, donde Vi, k off >
k ntl ko k _

0,x; eXy) o ajx;=1.

Entonces la sucesion

{(a{(r"7ar]:+1)7(x]f""7xlr{t+l)}

estd acotada, y tiene punto de acumulacién

{(ala---;an+l)7(xla--'axn+l)}

que satisface Z;’:ﬂl a=1yoa;>0,x;, € XVi.

Por definicién el vector Z’.I;Lll o; = lx; pertenece a Cp(X) y hemos demostrado que es un punto de
n+1

4
acumulacién de {¥] oci"xf }. Entonces para cualquier subsucesién su punto de acumulacion estd

dentro de Cyp(X), por lo tanto es cerrado.
Por ser un conjunto acotado y cerrado, que Cy(X) es compacta.

(Un conjunto es cerrado si incluye todos sus puntos de acumulacion.)

Separacion

En esta seccidn, consideremos los resultados mds importantes sobre la definicién y existencia de
hiperplanos que separan conjuntos convexos. Veremos mds adelante que los teoremas definidos
en esta seccién nos permiten establecer la existencia de los multiplicadores en los problemas de
programacién matemadtica con restricciones.

I Definicién 1.3.1 — Hiperplano.
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Un hiperplano en R” es un conjunto de la forma
H={x:p'x=a}conpeR", p£A0yacR

O de forma equivalente, si xo € H H = {x : p’(x—xp) = 0}, donde xy es un vector en el
hiperplano.

A p se le llama vector normal al hiperplano.

= Ejemplo 1.13
Un hiperplano en R es la li- "
nea (1,1)7 (x,y) = 4, es decir
x+y=4,

a3 -2 -1 0 1 2 3 N

-1

Figura 1.14: Hiperplano en 2D
= Ejemplo 1.14
Un hiperplano en R?, "
(2,2, -1 (x,y,z) = 0 es el
plano z =2x+2y

Figura 1.15: Hiperplano en 3D

Definicion 1.3.2 — Semiespacio.
Un hiperplano define dos semiespacios cerrados, H~ = {x : p’x<oa}yH" ={x : pT'x> «}
y dos semiespacios abiertos, {x : p’x<a}y{x : p'x> a}.

= Ejemplo 1.15
El hiperplano (1,1)7 (x,y) =4, es decir x+y = 4, define los semiespacios cerrados H~ = {(1,1)7 (x,y) <
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20 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

4}, HT ={(1,1)T (x,y) <4} y los semiespacios abiertos H~ = {(1,1)T (x,y) <4}, H" ={(1,1)T (x,y) >
4}

13 Ja 2l 1o 1 2 3 N,

-1

Figura 1.16: Semiespacios en 2D

Proposicién 1.3.1
Todo semiespacio es un conjunto convexo.

Demostracion 1.6
Consideremos a € R", o € R, que definen el semiespacio

S={xcR"a"x < a}.
Sean x,y € S,t € [0, 1], entonces

al (tx+(1—10)y)=ta’x+(1—1)a’y
<ta+(1-1)o
<a.

Luego tx+ (1 —1)y € Sy, por lo tanto, S es convexo. .

Definicion 1.3.3

Sean S;,S8, C R" no vacfos. Diremos que H = {x : p'x = a}

—Separa S;ySosiplx; > ayplx <o,Vx €S yx €S,

—Separa estrictamente S|y Sy si p’x; > oy plxy < o,Vx; €81y xp €55,

—Separa fuertemente S;y Sy si px; > o+eyplx <o, Vx €S1yx €S, cone>0.

= Ejemplo 1.16

— El hiperplano {x € R?|x, —x; = 1} separa fuertemente los conjuntos 7 = {x € R?|0 < x| <
1,3<x <5} yS={xcR?x =0,x; > —1},

— El hiperplano {x € R|x = 1} separa los conjuntos T = {x e Rlx < 1} y S={x e R|x > 1},

— El hiperplano {x € R?|x; = 0} separa los conjuntos 7 = {x € R?|x; < 0,x; > ;—11} yS=
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{xeR|x; >0,0> 1},

— El hiperplano {x € R?|x, —x; = 1} no separa los conjuntos 7 = {x € R?|x, > 1} y S = {x €
R2[x; =0},

— EI hiperplano {x € R?|x, = 0} no separa los conjuntos 7 = {x € R?[x, = 0,x; < —1} y
S={xeRx, =0,x; > 1}.

s Ejemplo 1.17
Sean los conjuntos A = {(x,y) € R?|x < 0}
yB={(x,y) €eR*x>0,y > 1}.

Ay B son conjuntos no vacios y AUB =0, pe-
ro no se pueden separar estrictamente. Solo
podemos definir el hiperplano H = {(x,y) €
R?|x = 0} que los separa.

- C

Y

Figura 1.17: Separacion
Definicién 1.3.4

Sea S C R" no vacio y & € dS. Diremos que H = {x : p’x= o} es un hiperplano soporte de
SenxsiSCHToSCH™.

Figura 1.18: Hiperplano Soporte

= Ejemplo 1.18

El hiperplano x; = 1 en R? es un hiperplano soporte de la bola Euclidea {x| |x| < 1} en el punto

x=(1,0). .
Teorema 1.3.1 — de la proyeccion.

Sea S C R", no vacio, cerrado y convexo e y ¢ S. Entonces existe un tinico X € S que minimiza la
distanciade ya S: ||[y—x|| < ||y —x|| Vx€S.
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22 Capitulo 1. Fundamentos de la Optimizacion Matemdatica

Figura 1.19: Proyeccién

Ademds, ¥ es el punto que minimiza la distancia si y solo si (y — )7 (x — %) <0, Vx € S.

Nota ||x||=4/Y;x? norma euclidea.

Demostracion 1.7
Existencia: Sea S no vacio, y Sy £ € S. Definimos § = SN{x e S| |]x—y|| < [[£—y||}. Por
tanto, inf{||y — x|| |x € S} = inf]|y —x|| |x € S.

d
S es convexo, cerrado y acotado (compacto)
A y, por el teorema de Weierstrass, el infimo
se alcanza. Es decir, 3% | |[x—y|| < |Jx—
g 4 y|| Vx € S.
Figura 1.20: Proyeccién
Unicidad: Supongamos 3 ¥, % donde ¥ # % | ||y —X|| = ||y — %|| = 7. Si consideramos el punto

en el medio y su distancia de y, tenemos:

X+ y—% y—%, 1. _ 1. _ 1 1
— = < —|ly— —|ly—x%||==y+=y=7.
===+l < 5l = +5lly—H = 5r+57v=7

donde %’? € S. Todas las desigualdades son igualdades porque si no, habriamos encontrado un
valor més cercano a y. Si %||y — ||+ %| |y — X|| = 7, queremos decir que los vectores entre y y
ambos puntos son diferentes por un escalar, es decir 3o : y—x = a(y — %).

Entonces su distancia es:

y=Iy—l=llaly—5 = |af=1

Si a=—1,tenemos y—x¥=—(y—%) y= X Esto es una contradiccion, porque y & Sy
”Tx € S. Entonces hay que tener o = 1:
y—X=y—X = X=4%*.

llegando a la conclusion que el minimo es tnico.
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Caracterizacién: Suponemos que cumple (y — %) (x — %) < 0 Vx € S. Entonces,
Iy =l = [ly =2+x = = |ly =&+ ||x = l]> + 2(y — £, )

por la regla del coseno.
Tenemos 2(y — X, —x) = (y—X)(¥x—x) > 0 por lo que hemos supuesto. Porque ¥ —x =

—(x—X).
Entonces ||y —x||* > ||y — %||> Vx € S = X minimiza la distancia a y.

Ahora suponemos que X es el minimo. Consideremos x € S arbitrario, y escribimos la combina-
cién convexa como X+ A(x —x) € S, A € [0, 1]. La distancia de y a este punto es

ly—%=A(x—=3)| = [ly—|

porque ¥ es minimo.
Vemos que

Iy =P < |ly—%=A(x—3)|
[y =%l < lly =P+ 1A= D) 22 (= 5)" (x—7)
0<A%|(x=H)I> =240~ %) (x— %)
2y =% (x=3) < Al|(x =)
A es la medida de la distancia entre x y y — X, entonces cuando tomamos A — 0, tenemos X que

es el punto de interés:
(y—5)T(x—x)<0

Teorema 1.3.2
Sea S C R", no vacio, cerrado y convexo e y ¢ S. Entonces existe p € R", p £ 0 y existe a € R
tal que

ply>a y plx<oa Vxes.

*3

P%:oﬁ

Figura 1.21: Separacién

Demostracion 1.8
Por la teorema de proyeccion, sabemos que existe un inico minimo X € S caracterizado por
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y—x)T(x—x)<0VxeS.
Sea p =y —x # 0. Entonces tenemos,

plx—%<0= px<px=a,
donde podemos suponer que & = p’ % = max{p” x|x € S}. Tenemos

(y—%)T(x—%) <0 Vxes
(y—%)Tx—(y—5)Tx<0 Vxes
plx—a<0 Vxes

Siy &S,y # %, sabemos que 0 < ||y — x||>. Entonces,

0<|py—%=0-0"(-0=p'y—p'x = a<py

semiespacios cerrados que lo contienen.

Corolario 1.3.2
Sea S C R”, no vacio, convexo e y & c/(S). Entonces existe un hiperplano que separa fuertemente
Sey.

Definicién 1.3.5 — Cono.
Un conjunto K C R” se le denomina un cono si x € K = ax € K por cualquier escalar o > 0.

Definicion 1.3.6 — Envolvente Cénica.
Sea S un conjunto, la envolvente cénica, cono(S), es el conjunto de todas las combinaciones
conicas de los puntos en S.

n
cono(S) = {Z(X,‘Xi‘a >0,x; € S}.
i=1

colol 5)

\\\\\

Figura 1.22: Envolvente Cénica

2
Corolario 1.3.1
Sea § C R", no vacio, cerrado y convexo, entonces S es igual a la interseccion de todos los

El conjunto factible de un problema de optimizacién suele escribirse como {x|x > 0,Ax = b}.
Queremos saber si ese conjunto es vacid o no.

Teorema 1.3.3 — de Farkas.
Sea A € R”™*" y b € R™. Entonces, exactamente una de las siguientes afirmaciones es verdadera:
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1. Ax=b, x>0, xeR"
2. ATy>0,bTy<0, yc R™
donde x > 0 significa que todos los elementos de x son no negativos.

Sistema 2 Sistema 1

a

Figura 1.23: Teorema de Farkas

El teorema (o lema) de Farkas nos dice si un sistema de desigualdades lineales tiene solucién, o no.
Nos dice que existe una solucién (conjunto no vacio), o existe y tal que un hiperplano que le separe

del conjunto.
Interpretacién geométrica

Sea C(A) la envolvente conica de las columnas g; de A € R™*", C(A) = {Ax|x > 0}. Se ve que
C(A) es el conjunto de vectores b para la primera condicién del teorema, y que el vector y es
ortogonal al hiperplano que separa by C(A). Entonces, b solo puede pertenecer a C(A) si no existe

un hiperplano que le separa de C(A).

Figura 1.24: Teorema de Farkas

Demostracion 1.9

Suponemos que la primera condicién tiene solucién. Entonces Ax = b,x > 0. Tomemos y € R",

y multiplicamos: y"Ax = y7h. SiyTA >0 =yTAx>0 = y'b>0.
Por tanto, la segunda condicién no tiene solucion.

Suponemos que la primera condicidn no tiene solucién, y consideremos el conjunto convexo
y cerrado S = {v € R"| v = Ax,x > 0} (cono). b ¢ S, porque la primera condicién no tiene

solucién. Entonces Ip € R™, o € R tales que p’b > o, plv< a Vv ES.

Observamos que 0 € S, pues 0 = A -0, luego p’0 < & = 0 < a. Por tanto, p’b > o >0 =

p'b>0.
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Si probamos que p’ A < 0, p seria solucién de la segunda condicién.

Tomamos cualquier v € S, entonces v = Ax,x > 0. Tenemos pTv <o = pTAx <a, x>
0. Si el vector p’A tuviese una coordenada positiva, por ejemplo (p’A); > 0, tomamos
(0,...,0,1,0,...,0) = x(1). Evaluamos p” Ax en ese vector p? Ax(1) = (pTA);A. Si dejamos
A — o0, vemos que p’ Ax — o, lo que contradice que p’ Ax < & Vx > 0. Entonces p’A <0y p
es solucién de la segunda condicion. u

Sean
6 4 | |
A_<3 0> b1—<1>, b2_<4>
Tenemos:
Lr’ .
T
L . ] |
2 - g

Figura 1.25: Ejemplo teorema de Farkas

Para b, el teorema dice que:

1 Existen x > 0 tales que 6x; +4x, =5y 3x; =1, o,

2 Existen y tales que 6y; + 3y, > 0,4y; >0,y Sy; +y2 <O.
Desde 1) vemos que x; = % VX = %. Ambos son positivos, entonces por el teorema de Farkas,
existe una solucién al sistema Ax = b. Podemos comprobar que no existe un y € R™ para 2), donde
6y1+3y2 >0 = —2y; <y, enS5y;+y; <0 = y; <0, lo cual es una contradiccion.

Para b; el teorema dice que:
1 Existen x > 0 tales que 6x; +4x; =2y 3x; =4, o,
2 Existen y tales que 6y; + 3y, > 0,4y; >0,y 2y; +4y; <O.

Desde 1) vemos que x| = % y x, = —3. Por lo tanto, este punto no cumple le primera condicién
del teorema de Farkas. Comprobamos este resultado en la segunda condicion: 6x; +4x, =2 =
—2y1 <y, en 2y +4y; <0 = —6y; <0.y; >0, entonces existe un hiperplano que sepera el
punto b; y la envolvente convexa de A.

Variantes de Farkas

Hay variantes del lemma de Farkas, que se puede aplicar a diferentes situaciones. Cada variante se
desarrolla desde otro variante. Vemos el desarrollo de un variante:

Original Variante
1. Ax=b,x>0, xeR" 1. Ax<b, x>0, xeR"
2. ATy>0,bTy <0, yc R™ 2. ATy>0,bTy<0,y>0cR"

Para demostrar que el variante es cierto (e igual al original) intentaremos transformarlo al original,
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y demostrar que cumple las condiciones del original.

Si tenemos AX < b con X > 0, podemos sumar una variable de holgura positiva para tener igualdad.
AX+I5 = b, donde I es la matriz de identidad.

Concatenamos horizontalmente las variable en matrices (A[I)(3) = bysix>0ys>0,podemos
decir que (7) > 0 concatenando verticalmente. Dejo que A’ = (A[I) y X = (%), entonces tengo

Alx = B, x' > 0. Lo cual es sistema 1 del original. Concluimos, que si 1 del variante es cierto,
también lo es 1 del original.

Si es cierto, entonces desde el original, 2 es falso Ay : A"y > 0,b"y < 0. Cambiamos esto a la
forma del variante 2. Tenemos b’y < 0, cuando A7y > 0y y > 0. Podemos decir por ser ambos

positivos % > 0. Lo cual es igual a (ATT))_J’ > 0.

Si A’ = (A|I), entonces AT = (ATT) Substituyendo arriba, tenemos A7y > 0y bTy < 0. Entonces
AT > 0implica A”’¥ > 0, y tenemos b’ y < 0. Pero ya hemos demostrado que Ay: A7y >0,bTy <
0, entonces 2 del original también es falso si 1 del variante es cierto.

Pasos del razonamiento:

— 1 del variante cierto implica 1 del original cierto
— 1 del original cierto implica 2 del original falso
— 2 del original falso implica 2 del variante falso.

Teorema 1.3.4 — de Gordan.

Sea A € .Z™". Uno y solo uno de los siguientes sistemas tiene solucion:
1. Ax < 0 para algin x € R*, o
2. ATy =0,y > 0 para algtiny € R™ (y # 0).

Teorema 1.3.5 — de Tucker.
SiA € #*** es anti-simétrica entonces existe w € R”,w > 0 tal que Aw > 0 y ademas Aw+w > 0.
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1.4 Problemas

1. Una compaiiia petrolifera debe determinar cudntos barriles de petréleo hay que extraer en los
proximos dos afos. Si la compaiifa extrae x; millones de barriles durante un afio, se podra
vender cada barril a 30 — x| euros. Si extrae x, millones de barriles durante el segundo afio,
se podra vender cada barril a 35 — x, euros. El coste para extraer x; millones de barriles
en el primer afio es x% millones de euros y el coste para extraer x, millones de barriles
durante el segundo afio es 2x% millones de euros. Se puede obtener como médximo un total
de 20 millones de barriles, y se puede gastar como maximo 250 millones de euros en la
extraccién. Formule un problema de optimizacién para maximizar los ingreso de la compaiiia.

2. Considere (dibuja) la regién factible dada por las restricciones

1fx%fx220, V2—x1—x>0, x>0.
Para los siguientes puntos, determine si son factible o no, y si son factibles, si son puntos
interiores o en la frontera de la region factible: x, = (3, 1), x, = (1,0)7,x. = (—1,0)7,xs =
(307 yx = (J5.55)
2 Y Xe V2 V2"

3. Dibuje la region factible del problema de optimizacién

maximizar  f(x) = x
sujetoa (x;— 1)2+x5 =1
(+1)?+x3=1
x>0.

(Existen 6ptimos locales o globales?

4. Considerando el teorema de Weierstrass (Teorema 1.1.1), ;qué podemos afirmar de las
siguientes funciones definidas en R??
a. fx,x2) =xe" 2,

X1x
21 22 (x17x27£(070)
b. g(x1,x) =< *¥11tX%
0 (Xl,x2) = (0,0)
5. Obténganse geométricamente los dptimos globales pedidos de los siguientes problemas:
a.
Min 3x1 4+ 2x
Sujetoa  x;+x <2
3x1+x <3
x1 2> 0,x0 > 0.
b.
Min 2x1 +x2

Sujetoa x; —€"' >0
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6. Dar un ejemplo de una funcién que no tiene un minimo o maximo global.

7. Si A es un subconjunto convexo no vacio de R" y ¢ € R, se define el producto de A por el
escalar ¢ como el conjunto

cA={zeR"z=cx, x€A}.
Pruébese que cA es un conjunto convexo.

8. Demuestra que los siguientes conjuntos son convexos
a. S={xcR3x; +2x —x3 =2}
b. S={(x,y) € R?|x+2y < 6,2x+y <6}
c. S={(x,y) eR?|[y| <3,]x—1] <2}

9. Pruébese que la funcién f: R" = R, f(x) =d'x+b,a,x,€ R",b € R, es céncava y convexa
ala vez.

10. Determine si las siguientes funciones son convexas, céncavas, o ambas en R. Si la funcién es
concava o convexa, indique si es estrictamente o no.
» a f(x) =3x>+4x—5

- b f(x) = exp(x?)

e f(x)=Tx—15

w d f(x)=V1+x2

» e f(x) =4—5x+3x?

o £ f(x) = 2x* + 323 + 4x?
e fW=

11. Determine si la funcién
flx1,x) = Zx% —3x1x + Sx% —2x1 + 6x7
es convexa, concava, ambas o ninguna con x € R”.

12. ¢Se puede separar los siguientes conjuntos? S = {x € R?|x; > 0,x; > %}, T={xeRx <
0,x0 > =1,

= X
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“** LOYOLA

(2. Optimizacion sin restricciones

2.1 Introduccién

En este tema, pasamos a considerar problemas de optimizacién no lineales, donde no incluimos
restricciones, con la forma:

Minimizar f(x)
sujetoa: x € S

donde f: S CR" —R.

2.2 Condiciones de Optimalidad

Definicion 2.2.1
Un punto x* € S es un minimo local o relativo si existe € > 0 tal que f(x) > f(x*) para todo
x € Stal que ||x—x*|| < e.

Diremos que x* es un minimo global si f(x) > f(x*) para todo x € S.

Nota Si las desigualdades son estrictas se dicen minimos (locales o globales) estrictos.

El teorema de Weierstrass establece que si f es continua y S es compacto, existe una solucién del
problema de optimizacién. El objetivo de este tema es considerar métodos para hallar esta solucién,
y caracterzarla, para problema de optimizacion sin restricciones.

En problemas de optimizacién reales, e incluso problemas tedricos dificiles, no siempre es posible
hallar una solucién global. Como veremos mds adelante con métodos iterativos, serd comun acabar
con una solucidn local (y aproximada, en muchos casos). Para asegurar la optimalidad global serd
preciso que el problema verifique ciertas propiedades (convexidad).

I Definicién 2.2.2
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34 Capitulo 2. Optimizacion sin restricciones

Diremos que la funcién f es convexa en S convexo si para todo x1,x; € S,
JAxi+(1=2)x2) SAf(x1)+(1=24)f(x2) VA €0,1]

Si la desigualdad es estricta para x; # x2,A € (0,1) diremos que f es estrictamente convexa.
Diremos que f es (estrictamente) cOncava si —f es (estrictamente) convexa.

Teorema 2.2.1 — Condicion necesaria de optimalidad (de primer orden).
Sea f de clase C! en S abierto no vacio y x* un minimo local en S, entonces V f(x*) = 0.

Nota Esta condicion es necesaria y no suficiente, porque un punto x* con Vf(x*) = 0 podria ser
un punto de silla, ni un maximo local ni un minimo local.

Demostracion 2.1
Supongamos por contradiccion que Vf(x*) # 0. Definimos el vector p = —V f(x*) y notamos
que:

PV = — VS )2 <0

Dado que Vf es continuo cerca de x*, existe un escalar 7 > 0 tal que:
pIVF(x* +1p) <0 Vr €[0,T]

Para algin 7 € [0, T], tenemos (desde la serie de Taylor):
f&* +ip) = f(x") +ip" Vf(x")

Por lo tanto f(x* +7p’) < f(x*) para todo 7 € (0,T]. Hemos encontrado una direccién, p, que
se aleja de x* y f decrece. Por lo cual, x* no es un minimo local. = contradiccidn. n

» Ejemplo 2.1

Consideramos las funciones f(x1,x;) =2 —x% — x%, fHx1,x) = x% +x% y f3(x1,x%) = x% — x%. Por
la condicién necesaria de optimalidad, vemos que por el gradiente de cada funcién, el Gnico punto
critico es (0,0).

Este punto es maximo de fi, minimo de f, y punto de silla de f3, como se puede observar en la
representacion grifica y como mds adelante comprobaremos analiticamente.

Figura 2.1: Representacion de f1, f>, f3.
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Podemos distinguir minimos (o0 maximos) locales usando las segundas derivadas de la funcién
objetivo.

Teorema 2.2.2 — Condicion necesaria de optimalidad (de segundo orden).

Sea f de clase C? en S abierto no vacio y x* un minimo local en S, entonces V2f(x*) es
semidefinida positiva.

Nota Six* es un maximo local, entonces V2 f(x*) es semidefinida negativa.

Demostracion 2.2

Sea x* un minimo local, d € R" y o € R. Consideremos el desarrollo de Taylor de segundo
orden de f(x*+ ad),

2
F + ad) = f(7) + ¥ f()Td+ - VP () + o(0)

o(t)

Recordando que h’r% - = 0, Vf(x*) =0y que por ser x* un minimo f(x* 4+ ad) — f(x*) >0
r—

se tiene que,

oy 0le?)
0<d'Vf(x*)d+ %
Tomando & — 0, se obtiene que V2 f(x*) es semidefinida positiva. u
= Ejemplo 2.2
Ejemplo con un punto critico y matriz Hessiana semidefinida positiva. Ademads, f(x,y) > 0 Vx,y
entonces es minimo global. f(x,y) = (x — 1)*+ (y—1)? .
= Ejemplo 2.3

Siguiendo con el ejemplo anterior, usamos la condicién necesaria de optimalidad de segundo

orden para identificar que tipo de puntos criticos encontramos para las funciones fj(xj,xz) =

2—xi — 13, fo(x1,0) = xX; + 23 y f3(x1,%2) = x] —x3.

Calculando las hessianas:
-2 2 2 2 2 2
Los valores propios:

det(Hfi —AI) = (—2—-1)> = A=-2,
det(Hfr—A)=(2—A)> =A=2,
det(Hfs—Al)=(-2—A)2—1) =A=-20A=2.
Vemos que la hessiana de f tiene autovalores negativos, siendo definida negativa y clasificando
el punto critico (0,0) encontrado en el ejercicio anterior como un méaximo. De la misma forma,

vemos que (0,0) para f> es un minimo y que para f3 es un punto de silla por tener autovalores de
signos distintos (hessiana indefinida). m

I Lema 2.2.1
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Sea f de clase C! en S abierto, convexo y no vacio. Entonces f es convexa si y solo si

fx2) > fx1) + V) (2 —x1) Vxi,x €S

Demostracion 2.3
Sean xj,x; € S con x; < x2,y ¢ € (x1,x2). Aplicando el teorema del Valor Medio, tenemos

flx2) = f(x1) +Vf(c)(xa —x1)

Si f es convexa, entonces sabemos que es V f es creciente, y entonces V f(c) > Vf(x;). Por lo
tanto:

fx2) = f(x1) +Vfe)(xa —x1) > f(x1) + Vf(x1) (2 —x1)

Teorema 2.2.3 — Condicion suficiente de optimalidad.
Si f es convexa de clase C I en S abierto, convexo, no vacio, x* € S tal que Vf(x*) = 0 entonces
x* es un minimo global de f en S.

Demostracion 2.4

Por ser f convexa y de clase C! en S, la definicién de convexidad nos da f(x* +h) — f(x*
Vf(x*)h Vh € R" tal que x* +h € S. Pero por ser x* un punto critico de f, tenemos V f(x*) =
dando f(x*+h) > f(x*) Vh € R" tal que x* 4 h € S. Por lo tanto, x* es un minimo global. =

>
0,

s Ejemplo 2.4

Consideramos la funcién convexa f(x1,x2) = (x; —3)?+ (x2 4 1)2. Evaluando V f = 0, encontramos
su tnico punto estacionario (3, —1). Entonces, por la condicién suficiente de optimalidad, sabemos
que este punto es un minimo global de la funcién. "

Lema 2.2.2
Sea f de clase C? en S convexo, abierto, no vacio, entonces V2 f(x) es semidefinida positiva
para todo x € S si y solo si f es convexaen S.

Teorema 2.2.4 — Condicion suficiente de optimalidad.
Sea f de clase C? y V2 f(x) semidefinida positiva en S abierto, convexo, no vacio, x* € S tal que
Vf(x*) = 0, entonces x* es un minimo global de f en S.

Demostracion 2.5
Sea x* el minimo de f. La serie de Taylor con termino de error sobre un punto x* + p es:

£ +9) = )+ VGV pt 55 V().

Tenemos que Vf(x*) = 0, entonces f(x* + p) = f(x*) + 5 p” V2£(&)p. Si V2 f(x) es continua y
semidefinida positiva, también lo es V2 £ (&), para || — x*|| suficientemente pequefio. Entonces
tenemos f(x* + p) > f(x*) + % pTV2f(&)p por cualquier p, y f(x*) es el minimo global. =

En casos donde la funcidén de interés no sea convexa (o al menos no se puede demonstrar), podemos
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usar las mismas condiciones suficientes de optimalidad para hablar de 6ptimos locales.

Teorema 2.2.5 — Condicién suficiente de optimalidad (local).
Sea f de clase C? en S abierto no vacio. Supongamos que x* € S tal que Vf(x*) =0y V2 f(x*)
es definida positiva. Entonces x* es un minimo local estricto.

= Ejemplo 2.5

Consideramos la funcién

1 1 1
flx1,x) = gx? + ix%—i-Zx]xg + Exg —x2+9

La condicién necesaria de optimalidad nos da

Vi) = <x%+x1 +2x2> —0

2x1+x — 1

Vemos desde la segunda ecuacion que x; = 1 — 2xj, y sustituyendo en la primera nos da (x; —
1)(x1 —2) = 0. Por lo tanto, tenemos dos puntos criticos:

() w(3)

2x1+1 2
2 1

V2 f(x,) = G f) V2 f(xp) = (; ?) 2.

La hessiana en x;, es definida positiva, entonces x; es un minimo local de f(x). La hessiana en x, es
indefinida, entonces x, no es un minimo o méaximo local. Podemos ver que la funcién f(x) no tiene
maximo o minimo global, por no estar acotada cuando x; — oo, =

La Hessiana de la funcién es V2 f(x) = < > . Resolviendo la Hessiana en los dos puntos

criticos:

Métodos Iterados

En problemas reales, muchas veces, es imposible encontrar una solucién analitica al problema.
Existen métodos numéricos para tratar de aproximar las soluciones en estos casos.
ejemplo para motivar?

Método de Newton

Si f es dos veces diferenciable, se puede aproximar f localmente por una funcién cuadratica:

10~ 4(x) = £+ V1) (r—x2) + 5 (= 50TV ()~ 0

Usando la condicién necesaria de optimalidad V £ (x) = 0, tenemos 0 = V f(xz) + V2 f (xx) (x — xz)
y el método de Newton consiste en la iteracion:
V)"
Xl =Xk~ Sa oy

V2 f(xx)

V(£ ()
V2 £ (x)

donde — se llama la direccion de Newton.

Por la condicién necesaria de segundo orden de minimo, si x* es un minimo de f entonces V2 f(x*)
es semidefinida positiva. Si suponemos que f es de clase C2, podemos suponer que V2 f(x;) serd

definida positiva para x; suficientemente cerca de x* y por tanto x; estard bien definido.
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» Ejemplo 2.6
Consideramos el problema de optimizacién

Minimizar f(x) = 5x° +2x> —4x* — 3x 42

sujetoa x € R"
Buscamos un minimo en el intervalo —2 <x < 2.
Las primeras derivadas de la funcién son V f(x) = 25x* +6x> —8x — 3y V2 f(x) = 100x> + 12x — 8.

Eligiendo un valor inicial de xy = 0, obtenemos:

(k| o0 | 1 |2 ] 3 | 4 |
| x| -0.375 | -0.2997 | -0.29 | -0.2899 | -0.2899 |
Donde podemos ver que estamos convergiendo a la solucién x = —0.2899.

Si lanzamos el método de Newton con un valor inicial distinto, de xo = 1, obtenemos:

[kl 0 | L | 2 | 3 | 4 |
| xc | 0.8077 | 0.7141 | 0.6912 | 0.6899 | 0.6899 |

Ahora el método ha convergido a la solucion x = 0.6899.

Buscamos un minimo en el intervalo —2 < x < 2, por lo tanto deberiamos considerar el valor de la
segunda derivada en los dos puntos criticos:

V2£(—0.2899) = —13.9152 V2£(0.6899) = 33.115

Entonces podemos identificar que x = 0.6899 es un minimo local. "

Método de gradiente

El método del gradiente es uno de los métodos mds simples para resolver un problema de optimiza-
¢ién no lineal sin restricciones, basado en el método de Newton. En comparacién con el método
de Newton, este método no requiere segundas derivadas, ni hacer la inversa de matrices. Por lo
tanto, es mas simple, y tiene menos coste computacional en cada iteracién. La desventaja de este
método es su convergencia, solo siendo lineal, lo cual hace que este método suele tardar en llegar a
convergencia.

El método del gradiente toma un paso en cada iteracion, en la direccion del gradiente de la funcién
evaluada en el punto actual.

Xiep1 = X, — 0V f(x)

donde o € R.

= Ejemplo 2.7
Consideremos la funcién f(x,y) = x> +y2.
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Figura 2.2: Funcién f(x,y) = x> +y?

Buscamos el minimo de esta funcién, usando el método del gradiente. Empezaremos desde el punto
(x0,¥0) = (4,3), y usaremos a = 0.1. El gradiente de la funcién V f(x,y) = (2x,2y).

Calculando los valores:

x1 =x9— 0.1V f(xp)

x; = (4,3)—0.1(2(4),2(3))

x = (3.2,2.4)

x =x1 —0.1Vf(x))

X =(3.2,2.4) - 0.1(2(3.2),2(2.4))
x = (2.56,1.92)

Para el primer paso, vemos la direccion del primer paso por el gradiente de la funcién:

Figura 2.3: Direccién del gradiente

Si seguimos el método, llegaremos a la solucién x* = (0,0). Podemos comprobar con las técnicas
de antes, que la funcién f(x,y) es convexa, y tiene un dnico 6ptimo en (0,0), lo cual es un minimo.

La teoria de este método se puede resumir en lo siguiente:

Proposicion 2.3.1
Sea f: R" — R diferenciable en £. Si existe d € R" tal que V£(£)”d < 0, entonces existe § > 0
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I tal que f(*+Ad) < f(%) para A € (0,8), es decir, d es una direccién de descenso de f en £.

Teorema 2.3.1

- \%
Sea f diferenciable en S abierto, no vacio tal que V f(x) # 0. Entonces d = _Lx) es la

IVl

direccidén de maximo descenso en x.

Nota Dividimos por la norma del gradiente para no tener en cuenta el tamafio del gradiente, sino
solo su direccion.

Maximo Descenso
El método del gradiente puede ser mejorado, fijando en el tamafio del paso tomado en cada iteracién
del método, .

En cada iteracion, el método del gradiente con maximo descenso busca un paso en la direccidon que
maximiza el descenso en la funcién objetivo.
Algoritmo Maximo Descenso:

1. Sea € > 0 (escalar de parada). Elegir x,k = 1.

2. Si||Vf(x)|| < &, stop. Sino, sea dy = —V f(x¢). Sea A el optimo de
Minimizar f(x; + Ady)
sujetoa A >0

Sea xi1 = xx + Ady, hacer k = k+ 1 y repetir.

» Ejemplo 2.8
Buscamos el valor de x que minimiza la ecuacién cuadrética:

1
Minimizar f(x) = ExTQx —cT'x

sujeto a x € R"

con
1 0 O —1

0=10 5 0], c=|-1

0 0 25 —1

Aplicamos el método del gradiente. Buscando la direccién de descenso méxima:

d=-Vf=—(Qx—c)
Buscamos el paso de tomar en la direccion d, resolviendo el problema:

Minimizar f(x+ Ad)
sujetoa A >0

Definimos g(A1) = f(x+ Ad), entonces:
17 1 7 L r L. r T T
g(A) = 5% Ox+ 7% OAd + Eld Ox+ Eld OAd —c'x—c' Ad
Para hallar el minimo de este problema, resolvemos Vg(4) = 0:
1 1
Vg(A) = ExTQd + EdTQx—i- dTOAd —cTx—cTAd
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0=x"0d+d"QAd—cTx—c"Ad
1 —d(x"Q—c")
- dTod

_ —dVf(x)
A= dTQd

Para empezar el método, elegimos un punto inicial xo = (0,0,0)”. Tenemos:
flx0) =0, Vf(x)=(1,1,1)", ||Vf(x)| =1.7321.

Asf calculamos el valor Ay = 0.0968, dando el valor nuevo x; = (—0.0968, —0.0968, —0.0968)”
En paso k = 1, tenemos:

flx))=—0.1452,  Vf(x;)=(0.9032,0.5161,—1.4194)7  ||Vf(x;)|| = 1.7598.

Asf calculamos el valor A; = 0.059, dando el valor nuevo x, = (—0.15,—0.1272, —-0.0131)7
En paso k£ = 2, tenemos:

flx) =-02365, Vf(x)=(0.850.3639,0.6732)7, ||[Vf(x)|| = 1.1437.

(2.2)
El método tarda 216 iteraciones hasta conseguir un valor de ||V f(x;)|| < 1073, .
notas para considerar: punto inicial, no sea posible encontrar A exacta, multimodal

s Ejemplo 2.9
Usa el método de gradiente para resolver el problema

Minimizar f(x1,x3) = 4x3 +2x3 + 4x1x; — 3x

sujeto a x € R?

empezando desde el punto (2,2)7 y realizando tres iteraciones.

La direccién de maximo descenso es d = (—8x; —4x; + 3, —4x; — 4x;), y buscamos A tal que
Minimizar f(x+ Ad)

sujetoa A >0

donde g(1) = f(x+Ad) = 4(x; +Ad)?> +2(x2 + Ada)* +4(x1 + Ady) (x2 + Ady) — 3(x1 + Ad)y).
Derivando con respeto a A, tenemos:

Vg(l) =8d; (xl + Adl) + 4d2()€2 + 7Ld2) +4dyxy +4drx1 +8Ad dr — 3d;
El minimo valor de A ocurre cuando Vg(A4) = 0. Entonces,

_ 3di —x1(8d) +4d>) —x2(4d> +4d))

A 2 2
842 +4d2 + 8d,d;

Si empezamos con x° = (2,2)7, tenemos f(x) = 34, Vf(x°) = (21,16),||Vf(x°)|| = 26.4,d =
(—21,—16) y A =0.09627.

La primera iteracién con A = 0.09627 entonces nos da x' = x° + Ad = (—0.02167,0.45968).

En paso 2, tenemos V£ (x') = (—1.33464,1.75204), ||V f(x!)|| =2.2025,d = (1.33464, —1.75204)

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



42 Capitulo 2. Optimizacion sin restricciones

y A = 0.6202. Entonces x> = x' + Ad = (0.806074, —0.626935).
En paso 3, tenemos V f(x?) = (0.940852,0.716556), ||V £ (x?)|| = 1.18265,d = (—0.940852, —0.716556)
y A =0.0963. Entonces x> = x> + Ad = (0.71547,—0.69594).

Por ser un problema convexo y simple, podemos hallar su solucién exacta, evaluando V f(x) = 0.
Tenemos V f(x) = (8x) +4x; — 3,4x; + 4x; ), dando el sistema de ecuaciones:

8x1+4x,—3=0
4xr+4x1 =0

con solucién x = (0.75,—0.75). Vemos que la solucién del método del gradiente se estd acercando
a la solucién exacta. .
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2.4 Problemas

1. Obténganse los extremos de las siguientes funciones

a. f(x1,x) =3x1x —x? —xg
b. f(x1,x2) =x1x2+ ﬁ + xlz

c. flxi,x) zx?+x%

d. f(x1,x2) :4x%+x%+4x1xz
e. f(x1,x,x3)= ﬁ + é + x%

2. Justifiquese si

a. La funcion f(x1,xp) = xpe" —|—x1x% posee un minimo en el punto (1,1).

b. La funcién f(x;,x2) = x1x2 — x3x2 — x1x3 posee un méximo en el punto %, %

3. Consideremos el ajuste de una recta por el método de los minimos cuadrados. Dados los
puntos (x;,y;) € R?,i=1,...n, hallase una funcién f(x) = ax+b a,b € R tal que la suma
n

de las diferencias al cuadrado Z(yi — £(x;))? sea minima.
i=1

4. Sea una empresa que produce tres bienes, cuyos precios de mercado son p; = 16,p, =12y
p3 = 20. Su funcién de costes es

C(q) = g1 +245 + 343 +2q193 + 25,

donde g1,¢q> y g3 representan las cantidades producidas de cada uno de los bienes. Obténgan-
se los valores de q que maximizan el beneficio de la empresa.

5. Sea f(x1,x) = Zx% +x§ —2x1x + 2x? +x41'. (Cudl es la direccién de Newton en el punto
X0 = (O, I)T?

6. Usando el método de Newton, resuelve el siguiente problema

minimizar f(x) = 5x° 4 2x° —4x® —3x 42

buscando la solucion en el intervalo —2 < x < 2.
7. Usando el método de Newton, resuelve el siguiente problema

minimizar f(xy,x2) = 5x] + 6x3 — 6x7 + 2x1x2 4 5x3 + 15x; — Txp + 13.

usando el valor inicial (1,1)7. (Buscamos el minimo, no el maximo)

8. Considere el problema

e 1 T T
minimizar Ex Ox—c'x

donde Q es positiva definida, Demuestra que el método de Newton encontrard el minimo en
una iteracion, desde cualquier punto inicial.

9. Use el método de gradiente para resolver
minimizar f(x1,x) = 4x% + Zx% +4x1x0 — 3x7

con (x?,x9) = (2,2), usando 3 iteraciones.
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10. Use el método del gradiente para resolver la ecuacién cuadratica f(x) = %xTQx — ¢Tx donde
0 1
0, c=11
Y 1

o O
LS

1
o= (o
0

donde y es un constante que puedes variar, por ejemplo ¥ = 1,10,100,1000 etc. (Use 4
iteraciones)

11. Consideremos el problema

minimizar f(xy,x2) = x} +2x3

a. Si el punto inicial es xo = (2,1)7, demuestra que la secuencia de puntos generado por
el método del maximo descenso viene dada por

w=(5) ()

b. Demuestra que f(xx;1) = L (gk) .

12. Si aplicamos el método del gradiente para minimizar la funcién cuadritica

flx)= %xT Ox—clx

donde Q es positiva definida. Demuestra que:

V)"V ()
V()T OV f(x)

V(1) = Vf(x) OV f(xk).
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“** LOYOLA

3.1

(3. Optimizacion restringida

Intfroduccién

En este capitulo, pasamos a considerar problemas de optimizacién con restricciones de igualdad y
desigualdad.

Minimizar ~ f(x)
sujetoa:  g;(x) <0 j=1,....r
hi(x):0 i:1,...,m
xeX
donde f: SCR" — R.

Diremos que x* es un punto regular de (1) si {Vh;(x*),i=1,...,m, Vg;(x*),j € I(x*)} son
linealmente independientes.

= Ejemplo 3.1

Una fébrica produce cierto tipo de dispositivo que requiere acero como materia prima. Los costes
sufridos en la fabrica son mano de obra, que cuesta 20 euros por hora y precio del acero, que cuesta
170 euro por tonelada. Si los ingresos de la fabrica, R, se modelan po la ecuacién

R(h,s) = 200n%3s'/3

donde £ son las horas de trabajo y s son las toneladas de acero.
Si el presupuesto de la fabrica es 20,000 euros, ;cudl es su maximo ingreso posible?

El problema para considerar entonces es:

maximizar  200h%3s'/3

sujetoa: 20k + 170s = 20000
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Restricciones de igualdad

En esta seccidn, concentramos en la definicién y solucién de problemas de optimizacidon con
restricciones de igualdad.

Minimizar  f(x)
. : 3.1
sujetoa:  hi(x)=0 i=1,....m

donde f: SCR" —» R.

Abhora, el problema es encontrar madximos y minimos de la funcién f, no en el conjunto S en el
que esta definida, sino en un subconjunto suyo donde los puntos de S satisfechan las restricciones
hi(x) = 0. Este subconjunto de S se le denomina el conjunto factible.

Nota Las soluciones de este tipo de problema serdn, en general, distintas a las obtenidas del
mismo problema sin restricciones.

» Ejemplo 3.2
Consideremos la funcién

flrx) = (x =2)%+ (- 1),

que podemos visualizar en las siguientes gréficas.

Figura 3.1: Curvas de nivel

Figura 3.2: Funcién

Es claro que dicha funcién tiene un minimo en el punto (xj,x;) = (2,1), con el valor 6ptimo

f(x*)=0.
Anadimos la restriccion x; +x; —2 = 0 al problema, que representamos grificamente:
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Figura 3.3: Curvas de nivel con restric- Figura 3.4: Funcidn con restricciones
ciones

Ahora, el minimo se encuentra en el punto (x1,x;) = (%, %) con el valor 6ptimo f(x*) = 5.

La idea principal para la resolucién de problemas de optimizacién con restricciones es de reducir el
problema a uno equivalente, sin restricciones, que se le denomina el problema reducido.

» Ejemplo 3.3
Consideremos el problema

Minimizar  f(x) = x3 — 2x; +x3 — x3 +4x3
sujetoa: x;—xp+2x3=2

Usando la restriccion en la forma x; = 2 +x — 2x3, podemos eliminar una variable del problema y
quedar con un problema sin restricciones:

Minimizar Zx% + 3x§ —4xox3 + 2x5.

Usando técnicas de resolver problemas sin restricciones de Tema 2, vemos que la solucién
de este problema es (xz,x3) = (—1.5,—1), dando solucién al problema original (x;,x2,x3) =
(2.5,—1.5,-1).

Lagrange

Reducir un problema no es facil, normalmente.

quizés necesito un ejemplo de un problema con alta dimensiones donde sera difiicil de conseguir
esto.
Consideremos el problema

Maximizar  f(x) = 48x + 96y — x> — 2xy — 9y?
sujetoa: 20x+4y =216,
x,y >0

La gréfica de las curvas de nivel de la funcién objetivo es:
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fix, y) = 150

fix, y) = 400

Figura 3.5: Curvas de nivel f(x,y) de ¢ = 150,250, 350,400.

Por querer maximizar f, buscamos un valor lo mds a la derecha posible. Hay que tener en cuenta la
restriccion, entonces dibujamos la linea 20x + 40y = 216:

r\ 20x + 4y = 216

X2 + 2xy + 9y? — 48x — 96y = 0

0 50 60X

Figura 3.6: Curvas de nivel f(x,y) de ¢ = 150,250, 350,400, con restriccion.

Necesitamos que los valores de x,y estdn en la linea de esta restricciéon. Vemos que el valor maximo
de la funcién objetivo ocurre cuando la linea de la resitriccion es tangente a una curva de nivel de la
funcion.

Cuando dos vectores son tangentes (el gradiente es un vector en mds de una variable), estdn
apuntando en la misma direccion (o direcciones opuestas). Esto implica que uno es un multiplo
constante del otro (por apuntar en la misma direccion).

Vf(x0,y0) = AVg(x0,0)

El principal resultado en el estudio de problemas de optimziacidn con restricciones de igualdad es
que el gradiente de la funcién objetivo reducido es una combinacién lineal de los gradientes de las
restricciones. Los coeficientes de esta combinacién lineal se llaman multiplicadores de Lagrange.
en el libro p487-488, hay una gréfica y explanacién

Lagrange

Definimos la funcién Lagrangiana asociada a (3.1) como:
L(x, A1) = f(x) +ATh(x), x€X,A €R"
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donde las restricciones A;(x) = 0.

Esto no es siempre cierto. Los puntos criticos de L son puntos de silla... también si el problema es
convexo...

De donde viene la lagrangiana? De la relacién de los gradientes, con la condicién necesaria de un
punto critico: VL=0=Vf+AVh = Vf = AVh. (ignoramos el signo, porque solo cambia el
signo de 7).

Condiciones necesarias/suficientes

Teorema 3.2.1 — Condicién necesaria de optimalidad. Teorema de los multiplicadores
de Lagrange.

Sea x* un minimo local y punto regular de (1). Entonces existe un dnico vector A* € R™,
denominado multiplicador de Lagrange, tal que

V. L(xX*,A%) =V f(x")+ A" Vh(x") = Vf(x") + Z?Li*Vhi(x*) =0
i=1
Ademds si f'y h son de clase C:

Y (VAL A%)y=y" (sz(x*) + Z%*Vzhi(x*)) y>0 Wy :Va(x)'y=0
=1

1

Nota En estas definiciones, supongamos que /;(x*) son linealmente independientes (es decir, x*
es regular).

= Ejemplo 3.4
Consideremos el mismo problema del ejemplo anterior:

Minimizar  f(x) = x3 — 2x; + x5 — x3 +4x3

sujetoa: x;—xp+2x3=2
Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange. La funcién Lagrangiana es:
L(x,A) = x} —2x1 +x3 — 3 +4x3 + A (x) —x2 +2x3 — 2)
Calculamos el gradiente de la Lagrangiana
Vil =(2x;1 =24+ A,2xp—A,—2x3+4+24)
Igualandoacero V,.L =0 =

26 —24+A=0, 2x,—A =0, —2x3+4+21 =0

1 1
X1 :2—51, Xy = E)L’ x3=2+2A

Sustituimos en la restriccion x; — x; + 2x3 = 2 'y vemos que A = —3, dando punto critico x* =
(2.5,—1.5,—1).

Podemos comprobar la condicién necesaria de segundo orden para clasificar el punto critico. Si
elegimos y'' = (0,2,1), cumplimos VA(x*)y = 0 donde VA(x*) = (1,—1,2) y tenemos:

2 0 0
YVLE)y=10 2 0 |y=6>0
00 -2
Entonces, este punto es un minimo local del problema. "
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Nota En el ejemplo anterior, la hessiana de la funcién es indefinida, aunque x* es el minimo.
ejemplo de ser necesaria pero no suficiente?

Teorema 3.2.2 — Condicion suficiente de optimalidad.
Supongamos que f y & son de clase C? y sean x* € R” y A* € R tales que

VL(x*,A*)=0
YIVEL(x*, 2% )y >0 Vy:Vh(x)Ty=0

Entonces x* es un minimo local estricto para (1). De hecho existen unos escalares ¢ >0y € > 0
tales que

f() Zf(x*)+%llx—x*ll2 Vx:h(x) =0, ||x—x*|| <&

i.e., si la hessiana es definida positiva (valores propios positivos), tenemos un minimio

= Ejemplo 3.5
Consideremos el problema

Minimizar  x* +y?
sujetoa: xy=4
Sea f(x,y) = x> +y?y h(x,y) = xy — 4, con Vf = (2x,2y) y Vh = (y,x). El Lagrangiano es
L(x,y;A) = +y* + A (xy —4)

Igualando las derivadas a cero nos da el sistema

2x+Ay=0
2y+Ax=0
xy=4

con soluciones (2,2;—2), (—2,—2;—2). La hessiana de L es

(3 )

Consideremos la condicién de segundo orden VA(x*)Ty = 0, en ambas soluciones:
Vh(2,2)Ty=0 Vh(-2,-2)Ty=0

=
(Z,Z)Ty =0 (_27 _Z)Ty =0

donde es fécil ver que ambas condiciones estdn satisfechas por los vectores (¢,—t) t € R. Entonces,

(t,—t) (_22 _22) (t,—1)T =8 (t,—1) (:; :;) (t,—)T =0. (3.2)

Vemos que el punto (2,2) nos da la proyeccién de la hessiana semidefinida positiva, porque para
cuaquier valor de 7, 8¢ serfa positivo. Por lo tanto,(2,2) es un minimo. El punto (—2,—2) tiene
valor 0 para cualquier valor de ¢, que podria ser un minimo o méximo.

Si evaluamos la funcién objetivo en los dos puntos, vemos que ambos salen a 8, entonces ambos son
minimos locales. (Esto es una prueba con el valor de los puntos que se puede usar para distinguir
entre maximos y minimos. También veremos otro método con la hessiana orlada).
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Definicion 3.2.1 — Hessiana Orlada.

La Hessiana Orlada es una variante de la matriz hessiana normal, usada en problemas de
optimizacion restringida. Los determinantes de sus menores principales se utilizan como criterio
suficiente de segundo orden para clasificar puntos criticos.

9L 9L
- EYW) Ry
- 2, %
oAdx o0x?

Consideremos los tltimos n — k menores principales (donde n es el nimero de variables y k es
el ndmero de restricciones), y fijamos en sus signos:

— Si todos tienen signo (—1)*, es un minimo local.

— Si alternan en signo con el primero (—1)**!, es un maximo local.

= Ejemplo 3.6
Siguiendo con el ejemplo anterior

Minimizar  x% +y?

sujetoa: xy=4

donde encontramos soluciones x| = (2,2;—2) y x5 = (—2,—2; —2). Tenemos n = 2 variables y
k = 1 restricciones. Por lo tanto, fijamos en el menor principal n — k = 1, es decir, H.

H=

= <= O
> N <
N > R

Tenemos D3 = —y(2y — Ax) +x(Ay— 2x). Si metemos ambos puntos puntos criticos, sale D3 = —32.
Por tener signo negativo, cumple (—1)¥. Esto implica que son minimos, comprobando el andlisis
anterior. "

= Ejemplo 3.7
Volvemos a mirar al ejemplo 3.4

Minimizar  f(x) = x% —2x1 +x§ —x% +4x3

sujetoa: x;—xp+2x3=2

donde el punto critico es x* = (2.5,—1.5,—1) con A = —3. Si calculamos la hessiana orlada:
0o 1 -1 2
~ 1 2 0 O
H= -1 0 2 0
2 0 0 -2
con n =3y k=1, tenemos que considerar n — k = 2 menores principales, D3 y Ds. Vemos que
D3 = —4 y Dy = —8. Ambos menores principales son negativos, siguiendo la condicién (—1)*,
entonces confirmamos que el punto critico es un minimo local. "

Es bastante comtin en problemas de optimizacién que el método de los multiplicadores de Lagrange
resulta en un sistema de ecuaciones dificil de resolver.
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= Ejemplo 3.8
Consideremos el problema:

Minimizar  f(x) = x{x3 +x3x3 + %x% +Xx1X2 +x3
sujetoa: x;+x+x3=1
Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange. La funcién Lagrangiana es:
L(x,A) = x{x3 +x3x5 + %x% +xx0+x3+ A +x+x3—1)
Calculamos el gradiente de la Lagrangiana
VL= (4353 + 2013 +x1 +x0 + A, 2x000 +x1 + 4,433 +141)

Igualando a cero VL = 0 resulta en un sistema de ecuaciones no lineales dificiles de resolver. =

Sensibilidad

En problemas de optimizacidn, las ligaduras representan restricciones fisicas que deseamos imponer
en una situacién. Es interesante considerar la sensibilidad del valor del éptimo x* con respeto a
cambios (pequefios) en las restricciones. Consideremos el problema general

Minimizar  f(x)

suyjetoa: Ax=0»b

donde f es C?, las restricciones son independientes y x* es el valor 6ptimo con f(x*) siendo el
valor de la funcién en este punto.

Queremos saber el cambio en el valor de la funcién objetivo 6ptimo, f(x*), cuando ocurre un cambio

df(x")
b

en b. Es decir, . Si consideramos la funcién Lagrangiana en el punto 6ptimo, sabemos que

dL(x*; A" df(x*
tenemos que cumplir las restricciones, y que 4;(x*) —b; = 0 Vi. Por lo tanto, (); b ) = fd(l); ) .

Si ahora consideremos todo en funcién de b, L(x*(b);A*(b),b), usamos la regla de la cadena para
encontrar el cambio de L con respeto a b.

dL(x (b):2*(b).b) _ OLOx'  OLOA*  ILJb
db dx b 9L Ib  IbIb

Por ser x* 6ptimo, VL = 0. Entonces podemos simplificar a

dL(x*(b): A*(b),b) _ L

db ~ b
. . JdL dL(x*;A%)  df(x*)
lal L= h(x)—b — =—A. =
Si la lagrangiana es f(x)+ A(h(x) —b), vemos que 5 A. Con b b
llegamos a:
df(x")
=_-A*

db

También vemos que resulta df(x*) = —dbA. El nuevo valor del 6ptimo se puede calcular con

frfuevo = ;ntigu() + df(x*)
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s Ejemplo 3.9
Seguimos con el mismo ejemplo de antes:

Minimizar  f(x) = x3 — 2x; +x3 — x3 +4x3
sujetoa: x;—xp+2x3=2
que tiene como solucién x* = (2.5,—1.5,—1) con f(x*) = —1.5y A* = -3.
Consideremos el mismo problema, con un cambio en la restriccidn:
Minimizar ~ f(x) = x3 — 2x; + x5 — x3 +4x3

sujetoa: x;—x2+2x3=2+4+96

El minimo de este problema es entonces f(X) = —1.5 — 34. .

» Ejemplo 3.10
Siguiendo con el primer ejemplo,

maximizar 20042353

sujetoa: 20k4 170s = 20000

2000 2000) con A*
b

donde la solucién es (h*,s*) = ( 3 051

R* =51,777 euros.

= —2.593. El ingreso total de este punto es

Podemos plantear un cambio en el presupuesto de la fabrica. Si ahora pueden gastar hasta 25000
euros, ¢cudl seria su maximo ingreso?.

Vemos que Vb = 5000, y que R”,..,, = 51777 4+2.593 - 5000 = 64742 euros. "

nuevo

Restricciones de desigualdad

En esta seccién, consideremos problemas de optimizacidn que incluyen restricciones de desigualdad
de la forma

Minimizar  f(x)

sujetoa:  g;(x) <0 j=1,...,r
hi(x)=0 i=1,....m
xeX

donde f: SCR" — R.
= Ejemplo 3.11

1
Minimizar  f(x) = Ex% + Ex%

sujetoa: x;+2xp>2
x1—xp > —1
—x; > —3.

El objetivo de este problema es encontrar el punto mas cercano al origen de la funcién f. Si
dibujamos la regién factible:
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=3
3{7 \

)

I, 7oA \

Figura 3.7: Restricciones de desigualdad.

Vemos que el minimo de este problema va a estar por encima de la linea x; 4+2x, = 2. Si suponemos
que esto es cierto, podemos considerar el siguiente problema con restricciones de igualdad:

1 1
Minimizar  f(x) = Ex% + Ex%

sujetoa: x;+2xp =2

Usando las condiciones de optimalidad de primer orden, vemos que la solucién de este problema es
Xt = (%, %)T, fix*) = %, Af = % Dado que la funcién objetivo es convexa, es un minimo global.
Lo que queda por hacer para determinar que x* es el minimo del problema original es demostrar que
el valor de la funcién no decrece cuando tomamos un paso pequefio hacia el interior de la regién
factible, donde x; + 2x, > 2. Si consideremos el cambio x; +2x, = 2+ 8, el cambio a la funcién
seria A*0. Si el valor de A* es negativo, resultaria en un valor més pequeiio de la funcién objetivo.
Nosotros tenemos A > 0, entonces podemos concluir que x* es el minimo del problema original. m

En este ejemplo, hemos identificado las restricciones activas en la solucidn, y resuelto el problema
con restricciones de igualdad. No siempre es facil identificar el conjunto de restricciones de
desigualdad activas

I(x) ={j:gj(x) =0}

y resulta necesario desarrollar condiciones mds rigorosas para tratar de resolver estos problemas.
Nota Si j ¢ I(x) diremos que g; es una restriccién inactiva en x.

» Ejemplo 3.12
Seguimos con el mismo ejemplo de antes, pero suponemos que la tercera restriccion es activa.

1
Minimizar  f(x) = Exf +x3

sujetoa: —x; = —x3

La solucién de este problema es x; = 3,x, = 0,4 = —3. Entonces, por tener el multiplicador de
Lagrange negativo, si tomamos un paso hacia el interior de la regién factible, resultaria en un valor
de la funcién objetivo mas pequefio. Por lo tanto, no es el minimo. "

Lo que hemos definido es que si x* es el 6ptimo del problema

Dr. Thomas Ian Ashley Departamento de Métodos Cuantitativos



3.3.1

3.3 Restricciones de desigualdad 57

Minimizar  f(x)

sujetoa:  g;(x) <0 j=1,...,r
hi(x)=0 i=1,....m
xeX

y si el problema es regular y las restricciones inactivas se han eliminado, x* también es el 6ptimo
del problema

Minimizar  f(x)

sujetoa:  g;(x) =0 Vjel(x)
hi(x)=0 i=1,....m
xeX

Karush-Kuhn-Tucker

El método demostrado en esta seccién es una extensién del método de Lagrange para incluir
restricciones de desigualdades.

Minimizar  f(x)

sujetoa:  g;(x) <0 j=1,....r
hi(x) =0 i=1,....m
xeX

Para seguir con la solucién de este tipo de problema, hay que definir la forma estandar. Esto tiene
que ver con el signo de las desigualdades en las restricciones, donde buscamos la forma:

gi(x) <0 Vji=1,....r

Definimos la funcién Lagrangiana

m r
L(x:A,p) = f(x) + Y Aihi(x) + Y g (x)
i=1 j=1
Consideramos las condiciones necesarias y suficientes para 6ptimos del problema de optimizacidn,
utilizando la funcién Lagrangiana. Lo siguiente es una extension de las condiciones desarrolladas
para problemas con restricciones de igualdad.

Condicion Necesaria de Optimalidad

Teorema 3.3.1 — Condicion necesaria de Karush-Kuhn-Tucker.
Sea x* un minimo local de (1) y supongamos que es regular. Entonces existen unos tnicos
vectores A* € R" y u* € R” tales que

Estacionaridad

— Vi L(x*,A*,u*) =0,
Factibilidad dual

SO = 0N = T
Factibilidad primal

- h,-(x*)zO izl,...,m,
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- gj<x*) <0 j=1cco
Holgura complementaria
- (u)Tg(x*) =0.
Nota: Si f(x) es convexa y g;(x) son convexas, las condiciones necesarias son también sufi-
cientes.

la aplicacion de Farkas para demostrar estacionaridad. factibilidad dual de antes en lineal. primal de
las restricciones. Holgura complementaria - que las restricciones activas cumplen g = 0, mientras
que las inactivas A = 0. Uno de los dos es cero

Definicién 3.3.1 — Regularidad.

Extendemos la definicion de un punto regular. Un punto x* es regular si para restricciones:
de igualdad Vh;(x*) son independientes linealmente,

de desigualdad los gradientes de las restricciones activas son independientes linealmente

{Vg;(x*): gj(x*)=0Vjel}.
Demostracion 3.1 — Explicacion.

El desarrollo de las condiciones necesarias y suficientes para la resolucion de problema de
optimizacidn con restricciones de desigualdad depende de las condiciones anteriores, y también
de los teoremas de separacion. (hiperplanos y Farkas).

Empezamos con restricciones lineales, de desigualdad. Las condiciones para restricciones de
igualdad son iguales que antes.

Buscamos la solucién del problema

Minimizar  f(x)

sujetoa: Ax<b

donde A es una matriz r X n con filas @’ . Suponemos que el sistema tiene una solucion factible.
Si x* es una solucién local, podemos decir que las restricciones inactivas no tienen efecto a la
optimalidad de este punto, y las podemos descartar (por ahora). Sea A la matriz de filas al de
restricciones activas y b el vector de valores de b correspondientes. Si x* es una solucion del
problema original, entonces es una solucién del problema

A

sujetoa: A

S

Minimizar  f(x)
x=b

donde suponemos que las filas de A son independientes (no necesario luego, pero simplifica la

demostracion).

Se puede llegar a cualquier otro punto factible de la region desde x* por una direccién factible p.
Una direccién es factible si Ap > 0.

grafica

Las condiciones necesarias de problemas de igualdad nos dicen que Vf(x*) = ATA*, donde a*
es el vector de multiplicadores de Lagrange de las restricciones activas. La condicién necesaria
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de segundo orden nos dice y” V2 (x*, u*)y >0 Vy : Vh(x*)T = 0.

Como hablado antes, un multiplicador de Lagrange negativo significaria una mejora en la funcién
objetivo, con un paso hacia el interior de la region factible. Por lo tanto, necesitamos demostrar
que siempre son positivos. Si 1* > 0 no es cierto, entonces existe al menos un elemento, por
ejemplo el primero f1}, negativo. Sea e; un vector cuyo primer elemento es 1 y el resto ceros
(tamafio 1 X nimero de restricciones activas).

Por ser las filas de A independientes, podemos encontrar un vector p tal que Ap = e;. SiAp > 0,
p es una direccion factible. Pero,

pIVFE) =pTATp  =efp* = af <o0.

entonces p es una direccion factible de descenso en el punto x*. Esto es una contradiccion, por
ser x* un minimo local por definicién. Por lo tanto, i* > 0.

= Ejemplo 3.13
Usamos las condiciones necesarias de KKT para buscar el maximo de f(x) en el siguiente problema:
Maximizar  f(x) =In(x;+1)+x;
sujetoa: 2x;+x <3
x1,x2 >0

Escribimos el problema en el formato de las condiciones necesarias de KKT:

Maximizar  f(x) =In(x;+1)+x
sujetoa: 2x;4+x—3<0
—x1 <0
—x <0

La funcién Lagrangiana:

L()Q,.X,'Q;A) = ln(x1 =+ 1) +Xxp — Al (2)(1 +xy — 3) — ),2(—)61) — 2,3(—362)
Por la estacionaridad del problema, calculamos VL = 0:

JL 1 JL
Txl:)q_’_l—zl]—i-/lz:o 87)62:1_}«1"’_&3:0

y por la holgura complementaria:
11(2)61 +XQ—3) =0 lz(—xl) =0 3,3(—)62) =0

Intentamos resolver el sistema de ecuaciones. Notamos que si A; = 0, entonces tendremos A3 = —1,
lo cual no estd permitido por factibilidad dual. Entonces, tenemos que 2x; +x, —3 = 0. Desde este
punto, no es tan obvio lo que hay que hacer para avanzar.

Si empezamos de nuevo y decir que A3 = 0, entonces tenemos que A; = 1. Si x; = 0, vemos que
Ay = 1y que x, = 3. Dando como solucién (x1,x2) = (0,3). .

falta explicar esto un poco mas?
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= Ejemplo 3.14
Determinar el mdximo y minimo del siguiente problema de optimizacién. di algo sobre la grafica?

Maximizar  f(x) = x;
sujetoa:  xf +x3 <1
—x14+x <0
X1 +x2>0

L~
0.5 ; !
/ﬁ/

—

-
-,

La funcién Lagrangiana:

L(x1,x05A1,A0,A3) = x2+ A (x% +x% —1)+A(—x +X%) + A3(—x1 —x2)
Por la condicién de estacionaridad del problema, calculamos V, = 0:

22211)(1—12—13:0, £:1+211XZ—|—2},2)62—13:0
ox1 x>

y por la condicién de la holgura complementaria:
M+ —-1)=0 L(-—x+x3)=0 A(—x—x)=0

SiA =0,

3.3.2 Condiciones Suficientes
Problemas convexos
En el caso de tener un problema convexo, las condicones necesarias de KKT son también suficientes.

= Ejemplo 3.15
p113 ejemplo 3 del libro balbas gil "
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Problemas no convexos
Si el problema no es convexo, condiciones suficientes de segundo orden pueden ser usadas para
confirmar la existencia de minimos o madximos locales.

Teorema 3.3.2 — Condicién necesaria de segundo orden.
Sea x* una solucidn local (y punto regular) con u* tal que las condiciones KKT estan satisfechas
y sea F(u*) el conjunto:

Vhi(x)Tw=0,ieM
weF(U') <  Vgi(x)Tw=0,iclI(x*),u* >0
Vei(x")Tw<0,iel(x*),u* =0

Entonces w! V2 L(x*, u*)w >0 YV w e F(u*).

Teorema 3.3.3 — Condicién suficiente de segundo orden.
Sea x* € R" un punto factible y u* el multiplicador de Lagrange tal que las condiciones de KKT
se satisfacen. Si (x*, u*) satisface la siguiente condicion entonces x* es un minimo local estricto.

wI V2 L(x*,u*) >0 Ywe F(u*),w#0.

= Ejemplo 3.16
Considere el problema

Min  f(x) =x*—y?
sujetoa: x—y=1
x,y=>0

Halle los puntos criticos del problema con las condiciones KKT. Use las condiciones de segundo
orden para verificar si alguno de los puntos corresponde a un minimo local estricto.

Funcién Lagrangiana: L(x,y; A, ty, ) = x> —y> + A(x —y — 1) — t1x — LY.
Condiciones KKT:

i) Estacionaridad: 2x—u; +A =0,—2y—u, —A =0

ii) Factibilidad dual: gy, g2 > 0

iii) Holgura complementaria: yix =0, tpy =0

Dando punto KKT factible: (x*,y*, A%, u;", u5) = (1,0,—2,0,2). El problema es no convexo enton-
ces consideramos las condiciones de segundo orden.

Tenemos (x*,y*) = (1,0) entonces la restriccién y > 0 es activa y x > 0 inactiva. Para la restriccién
activa U = 2 entonces comprobamos Vg;(x* ) w =0 — —w,=0.

Para la restriccién de igualdad comprobamos VA;(x*) w =0 — w; —w, =0.
La tnica solucién es w = (0,0) por lo tanto no existe w # 0 que no satisface las condiciones =

x* es minimo local estricto. (En este caso no hace falta evaluar la condicién suficiente, porque no
existen w distintos a cero.) L
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Teorema 3.3.4

Sean f,g y h sin ninguna hipétesis de diferenciabilidad y X un subconjunto cualquiera de R”.
Sea x* factible para (1), A* € R",u* € R",u; >0, (u*)Tg(x*) = 0 tal que

L(x*, A", u*) < L(x,A",u"), Vxe€X,h(x)=0,g(x) <0,

entonces x* es minimo global de (1).

el uso de esto... en comparacién con los limites de la funcidén objetivo y también con los otros
valores posibles en el dominio de la funcién...
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3.4 Problemas
1. Consideremos el problema

Minimizar  f(x) = x? +x3x3 + 2x1x2 + x5 + 8x,

sujetoa: 2x;+5x+x3=3

a. Determine si los siguientes puntos son puntos estacionarios: (0,0,2),(0,0,3) y (1,0,1).
b. Determine que tipo de solucién es cada punto estacionario.

2. Escribe el siguiente problema en forma estandar:

Minimizar  f(x) = x] + X725 + 2x102 + X5 + 8x,
sujetoa: 2x;+S5x2+x3 =3
x>3

3. Use el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los 6ptimos de los siguientes
problemas
a. f(xp,xn)= xlx% sujeto a 2x; + 3x; = 4,
b. f(x1,x) = x% + 2x1x2 +x% sujeto a 3x% +x§ =9,
c. flx,9,2) =x>+y>+z* sujeto a 2x+y+2z=9y 5x+ 5y +7z =29

4. Define los problemas reducidos de la pregunta anterior. ;Su solucién es la misma?

5. identifique las restricciones activas en el siguiente problema

Max x
suyjetoa: x>0
x<2—x
X
§1+x2§1

x>0
6. Halla las dimensiones de la caja con mas volumen si la area de su superficie es 64cm?.

7. Dada la funcién f(x,y) = x* +y* — 2x> — 2y? + 4axy 4 3, determinar que tipo de punto critico
es el origen en funcidén de los valores del pardmetro a.

8. Determinar los valores de los pardmetros a, b, c para que la funcién f(x,y) = ax? + by* —
2x — 2y + ¢ tenga un minimo local en (1,2) y que verifique f(1,2) = 15.

9. Busca los extremos de los siguientes problemas, utilizando la hessiana orlada.
a. f(x,y))xy sujeto a h(x,y) =x+y—6,
b. f(x,3,2) =x*+y*+ 2 sujetoadx+y+z=5x+y+z=1,
c. f(x,y) =x+y sujeto ax?+y>=2.
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10.

11.

12.

13.

14.

Si x es el nimero de horas que un alumno dedica al ocio, y el nimero de horas que dedica a
dormir siesta, y z el nimero de horas que estudia una asignatura, su nota final vendr4 dada por
la funcién f(x,y,z) = —x> —y* — 72 + 3z — yz. Determine, si es posible, el nimero de horas
que debe destinar a cada actividad para maximizar su nota, sabiendo que quiere dedicar a
estudiar tanto tiempo como al ocio y descanso juntos. ;Cudl es el valor de dicha nota mdxima?
Por dltimo, (cudl es la variacién aproximada de su nota si el alumno decide dedicar una hora
mads a estudiar respecto a la situacién anterior? ;Y si estudia dos horas mas? Establece el
nimero de horas que debe incrementar su estudio para obtener un 5 aproximadamente.

La temperatura en un punto (x,y) de una placa de metal es T'(x,y) = 4x* — 4xy +4y*. Una
hormiga camina sobre la placa alrededor de la circunferencia de radio 5 con centro en el
origen. ;Cudles son las temperaturas maxima y minima encontradas por la hormiga? ; Cual
es la variacién aproximada de la temperatura si se aumenta el radio en una unidad?

Una empresa quiere construir un radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para
minimizar la interferencia, quiere colocarlo donde el campo magnético del planeta es mas
débil. El planeta es esférico, con un radio de 6 unidades. Con base en un sistema de coor-
denadas cuyo origen es el centro del planeta, la fuerza del campo magnético estd dada
por F(x,y,z) = 6x —y> 4+ xz+ 60. ;Dénde se debe colocar el radiotelescopio? ;Cudl es la
fuerza del campo magnético en tal caso? ;Cudl es la variacion aproximada de dicho campo
magnético si el radio del planeta fuera 9?

Escribe las condiciones de KKT para el siguiente problema:

Min ¢’ x
s.aa. Ax<b
x>0

Resuelve el problema

Min — X1 —3)@
s.a.x; —2xp > —4
—Xx1—x > —4

x1,x >0
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4.1

[4. Dualidad

Intfroduccién

Consideremos problemas de optimzacién de la forma

Minimizar  f(x)

sujetoa: g;(x) <0 j=1,...,r
hi(x)=0 i=1,....m
xeX

donde f: SCR" — R.

La condicién necesaria de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker nos da, desde la condicién de
estacionaridad

V.L(x*, A%, 1) =0

una funcién que depende del vector 6ptimo x* y los vectores de multiplicadores de lagrange A*
y w*. Si tuviéramos los valores de A* y u* a priori, seria mas fécil (normalmente) resolver el
problema restringido. En este capitulo, tratamos de definir un problema de optimizacién asociado
al original, pero en vez de optimizar por x, optimizamos por A y L.

Definicion 4.1.1
A los multiplicadores de lagrange se le llamen las variables dual.

Estudiamos las condiciones para que las soluciones de ambos problemas sean iguales.

El 6ptimo de nuestro problema original ocurre en el vector x*. Si pensamos en la factibilidad de
sistemas, utilizando Farkas, podemos representar nuestro problema por sistemas parecidos:

fO)<e, @@ <0, i=1,...,m
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y también

donde ¢ € R.

Si x* es 6ptimo, el primer sistema tiene solucién en ¢ = f(x*), y el segundo no tiene solucién (x*
minimo, entonces f(x) < ¢ no existe porque ¢ = f(x*) es el minimo). Este resultado es la base para
la dualidad lineal.

Podemos considerar, sin linealidad, el sistema

donde f,g € R. No asumimos convexidad.

Si consideramos la funcion Lagrangiana: si existen y; > 0O tales que

f)+) migi(x) <c 1)

no tiene soluciones, entonces (I) no tiene solucién.
(porque Y 11 g es negativo, si no tiene solucién f(x) tampoco tiene)

Cuando tiene 1) solucién? Cuando:

FO)+ Y migi(x) > ¢

Entonces, tenemos una condicién necesaria y suficiente. Hemos identificado una ecuacion, la
Lagrangiana, mayor o igual que el minimo. Preguntamos, ;cudl seria el mejor valor de x* para
conseguir el valor minimo? el infimo.

Diferencia entre minimo y infimo? El minimo se obtiene, el infimo no hay por que obtener.

Proposition 4.1.1 — Condicioén suficiente para factibilidad de (l).
Considerando el sistema (I), y un sistema

m
(1) infrex{f(x)+ ) migi(x)} > ¢
i=1
wix)>0 i=1,....m
con solucién. Entonces (I) no tiene solucién.

(porque si (Lg es negativo, f(x) > c).

El resultado anterior nos lleva a una aplicacion de la funcién Lagrangiana de nuestro problema.

Definicion 4.1.2 — Funcién Dual.
Definimos la funcién dual de nuestro problema primal como

L (%) = infil f(6) + Y AR) + Y g(x)) @.1)
donde u > 0.
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La funcion dual nos da una cota inferior del valor 6ptimo del problema primal. i.e. L*(A,u) < c*.

Demostracion 4.1 Sea % un punto factible del problema primal. i.e. g;(¥) <0y &;(X) =0 con
u > 0. Entonces Y7 | ugi(¥) +ZI;':1 Ahj(x) <O0.

Entonces,

m k
L(®A, 1) = f(X)+ Zl 1gi(%) + Zl Ahj(%) < f(%)
= Jj=

L*(A,p) = inf{L(x; A, p)} SL(TA, p) < f(X)

Si esto se cumple por cualquier punto factible ¥, tenemos:
L*(A,u) <c".

Entonces tenemos una cota inferior del problema primal. ;Cual serd la mejor cota inferior? Esta
pregunta es igual a resolver el problema dual.

Definicién 4.1.3 — Problema Duall.
El problema dual es el problema de optimizacion

Maximizar L*(A, 1)
s.a. u>0

El valor 6ptimo del problema dual también seria una cota inferior del problema primal. (o igual,
como veremos mads tarde)

demostracion?
= Ejemplo 4.1
Sacar el problema dual del siguiente problema primal;
Minimizar 2x} +x3
s.a. X1 +x <4

Funcién Lagrangiana:
L(x;p) =23 + X3+ p(x) +x2—4)

Aplicando la primera condicién necesaria:
VL(ip) = (xi+p20+0) =0 = x=—Fa=F

Funcion dual: u u -
L) =2 P+ (P u(SE+ - 4)

4 2 4 2
Problema dual:
Maximizar, L(x; 1
s.a. u>0vi
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Proposition 4.1.2

La funcién Lagrangiana L es una funcién lineal en A y 1, entonces céncava y convexa a la vez. La
funcién dual L* es el minimo de las funciones lineales, entonces siempre es concava. (no importa la
conavidad de f(x))

Demostracion 4.2
Si por y € Q tenemos f(x,y) concava en x, sea

8(x) =infyca{f(x,y)}

entonces el dominio de g(x) es concava, por ser interseccion de céncavas (lineales en A, ).
Entonces si 7 € [0,1] y x1,x2 € dom(g):

g(tx1 + (1 =1)x2,y) = infye{f(tx1 + (1 —1)x2,y)}

por céncavidadde f

g(tx1 + (1 —1)x2,y) > infyea{tf(x1,y) + (1 —1)f(x2,y)}
g(tx1 + (1 —1)x2,y) > infye{tf(x1,5)} +infyea{(1 —1)f(x2,¥)}
g(tx1+ (1 —1)x2,y) > tg(x1) + (1 —1)g(x2).

entonces g(x) es concava también. n
= Ejemplo 4.2
Consideremos el problema
: _ 2
min flx)=x
s.a. x>1
convertimos a la forma estandar
: _ .2
min flx)=x
s.a. 1—-x<0

que tiene solucién x* = 1, u* = 2 por el método de Lagrange.

La funcién Lagrange es L(x, 1) = x>+ p(1 —x) con u > 0, dando funcién dual:
L (1) = infulo + (1 - )}

El infimo en el problema dual es un problema de minimizacién de una funcién de una variable real
(positiva). Si calculamos la derivada VL(x) = 2x — u, y aplicamos la primera condicién necesaria
de optimalidad VL(x) = 0, tenemos x = 5.

Entonces, la funcién dual seria L* (1) = u — % (2. Dando problema dual
1
max L) =p—gpt
s.a. u>0

Intentamos resolver este problema, aplicando la primera condicién necesaria de optimalidad.
VL*(u)=1-1u = p=2.Entonces, el valor de la funcién dual es L*(2) = 1, lo cual es igual
al valor del 6ptimo del problema primal. "
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m Ejemplo 4.3
También es posible que no siempre se puede formular el problema dual explicitamente.

Consideremos el problema

min flx)y=¢€"
s.a. 1-x*>0
con funcién dual L*(u) = inf,{e*+ u(x* — 1)}, donde u > 0. El infimo en x requiere calcular la

derivada VL(x) = ¢* + 2ux, donde vemos que no hay formar de despejar x en términos de . Si
formamos el problema dual de todas formas:

max L'(u)=e" +u@x*—1)
s.a. u>0
e +2ux=0

podriamos intentar resolver este problema por el método de Lagrange.

Si en vez de esto, volvemos al problema primal y cambiamos la forma de la restriccién 1 —x> >0 a
—1 <x <1, tenemos:

min flx)=¢*
s.a. x—1<0
—1—-x<0

con funcién dual L* = inf{e* + ui(x — 1) + g2(—1 —x)}. Buscamos el infimo de la funcién
lagrangiana con la primera condicién necesaria de optimalidad VL = ¢* + p; —
Rightarrow x = In(, — i1). Entonces tenemos el problema dual

max L*(p) = o — i+ i (In(po — ) = 1) + po (=1 = In(po — 1))
s.a. u>0

donde ha sido posible despejar x y conseguir el problema dual bien definido. Podriamos seguir con
la resolucidén desde este punto. "

La solucién del problema dual es una cota inferior del problema primal, como hablado antes.
Consideremos la teoria sobre cuando son iguales.

Teorema 4.1.1 — Dualidad débil. )
Sea x una solucidn factible al problema primal, y (¥; A, fi ) una solucién factible al problema dual.
Entonces,

F(X)+AR(x) + fig(%) < f(x).

La diferencia entre la solucién del problema primal y dual siempre es positivo p* —d* > 0, y se le
Ilama holgura dual.

= Ejemplo 4.4

sa x=1
xeX
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donde X = {x:0 < x <2}. La solucién (por lagrange) es x* = 1y f(x*) = —1.

. . _ * . _ _ _ A
La lagrangiana es L(x;A) = —x* +A(x — 1), con gradiente VL = —2x+A. V=0 = x= 5

Entonces la funcién dual es L*(1) = l(% —A). Siresolvemos el problema dual, VL*(1) =0 =
A = 2. Si calculamos L*(2) = —2, vemos que tenemos holgura dual de 1. .

= Ejemplo 4.5

Proposition 4.1.3

En problemas convexos, es decir problemas con funcién objetivo convexa y restricciones convexas,
la holgura dual puede ser igual a cero, bajo ciertas condiciones. Una de ellas es la condicion de
Slater.

Definicion 4.1.4 — Condicion suficiente de Slater.
Sea el problema convexo

min  f(x)
sa  gi(x)<0 j=1,....m
Ax=b, Dx<d
xeX
donde X C R"y gy,...,g, funciones convexas no-lineales definidas en X. El problema cumple

la condicién de Slater si 3x € X tal que g; < OVi.

= Ejemplo 4.6
El problema
min  x; +e?)
sa 3x1—2¢2>10
x>0
cumple la condicién de Slater. Por ejemplo x = (5,0). .

Teorema 4.1.2 — Dualidad fuerte.

Si el problema primal es convexo, y cumple la condicion de Slater, tenemos que d* = p*, es
decir, la holgura dual es cero. Entonces, las soluciones de los problemas primal y dual son
iguales.

= Ejemplo 4.7
Consideremos el problema

min  x7 +x3
s.a —x1—x+4<0
donde x,x; > 0.
La solucion (por KKT) es x* = (2,2) con f(x*) = 8. Vemos que el problema cumple la condicién

de Slater, por ejemplo x = (3,3). Entonces, la solucién del problema dual es igual a la solucién
primal.
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La lagrangiana es L(x; 1) = x2 +x3 + p(—x1 —x2 +4), con gradiente V,L(x; i) = (2x; — it,2x —
). Con la primera condicién de optimalidad, vemos que el infimo nos da x; = x; = % Entonces,

la funcién dual es L*(u) = “72 +ud—p).

Resolviendo el problema dual de maxL* (1), la primera condicién de optimalidad dice VL*(u) =0,
dando 0 = u+4 —2u p = 4. El valor de la funcién dual en este punto es L*(1) = 8.

No solucion

Puede ser que el problema primal tenga solucién, y el dual no:

= Ejemplo 4.8
Resolvemos el problema primal
min  x+2010
1
s.a Exz <0

Formamos la funcién lagrangiana L(x; it) = x+ 2010+ p(3x%), con V,L(x; ) = 1 + px. Desde
la primera condicién necesaria de optimalidad, vemos que 0 = 1 + ux. Desde la holgura comple-
mentaria, ,u(%xz) =0.Si u =0, llegamos a 1 = 0, entonces sabemos que %xZ = (. Dando como
solucién dnica x* = 0.

Formamos la funcién dual L* = inf {L(x; 1)} = % El problema dual es

-1 1
max — +2010+ —
H 2u

sa u>0

La primera condicién necesaria nos da V,L* (i) = 217 Usando la primera condicién necesaria de

1

optimalidad VL* = O nos llevaa 0 = 2 lo cual no tiene solucion. "

Puede ser que el problema primal no tenga solucion, y el dual si:

» Ejemplo 4.9
Resolvemos el problema primal

min e ¥

sa x>0
donde la funcién lagrangiana es L(x; i) = e * + p(—x). La primera condicién necesaria de optima-

lidad V,L(x; ) = —e * — u = 0. LLegamos a —x = [n(— ), donde tenemos p > 0, pero A In(x)
con x <. Por lo tanto, no hay solucién.

Si formamos la funcién dual L*(u) = inf,{e *}. Desde V,L(x;u), llegamos a x = —In(—u),
entonces L* (i) = —p + pin(—p). El problema dual es entonces

max  —p+ pln(—p)

sa u>0
Tenemos V,L*(u) = —1+In(—u) —1, y con la condicion necesaria de optimalidad, tenemos
2 = In(—u). Entonces, 4 = —e?, y el valor de L*(—e?) = 3¢?. .
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Explicacion Geométrica
Resumen del problema primal y dual:

Primal
min  f(x)
sa g(x)<0i=1....m
hj(x)=0 j=1,....k
xeX CR"
Dual
max L*(A,u)
sa u>0

donde L*(A,u) = infi{f(x) + X ug(x) + Y Ah(x) : x € X} es la funcién dual.

Un ejemplo geométrico: si el primal es:

min  f(x)
sa  gx)<0
xeX

donde f : R" — n,g : R” — n. Definimos el conjunto G = {(y,z) : y = g(x),z = f(x),x € X}. Es

decir, G es el imagen de X, bajo el mapa (g, f).

( CQ;JI__ % A
e/ [ Oc

Entonces, el problema primal consiste en encontrar y < 0 que tiene el minimo de z:
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este punto es (¥,2).

En el problema dual, con > 0, la funcién dual es equivalente a minimizar z+ py en G. (inf{f(x)+
ug(x)}t = {z+uy}).

z+ My es una ecuacién lineal, que podemos considerar con z+ Uy = &, donde « es su corte en el
eje de z, y tiene pendiente —: 7z = ot — Uy

[
[ ':I.zf;||" 9t

P o =
k\“-\_,__
—.

AP ".l
Jax)

LES]

—

NI
1< <o &{ plr\+ )ﬁmj

s

El corte con el eje de z es el valor de L* cuando u > 0.

Para resolver el problema dual, hay que maximizar este valor de L*, tal que el pendiente es [l y
tiene contacto con con G en (y,Z). Entonces la solucion del dual es i, y su valor es Z.
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La solucién del primal también es Z. En este caso, tenemos dualidad fuerte.

Dualidad débil

WAN-T11S
WL \

I\ \!
.AJ\:' A \J‘-C‘t’l ’

La no convexidad de G provoca el gap.
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4.2 Problemas

1. Resuelve el primal y dual del siguiente problema

min ()C] — l)z—i—(xz— 1)2
sa x1+2xnp—1<0
2x1+x—1<0

2. Resuelve el primal y dual del siguiente problema

min  2x] 4 x3
saa x1tx<4
—X1+x > =2
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(5. Préctica 1

5.1 Introduccion

Punto inicial
Bounds/cotas
Restricciones
Funcién Objetivo
Griéfica
Multistart

5.2 Cobdigo
5.3 Caodigo

Paquetes por importar

import numpy as np

from scipy.optimize import minimize
from scipy.optimize import Bounds
import matplotlib.pyplot as plt

Graficas

fig = plt.figure()

plt.contourf(X, Y, Z, cmap='viridis’)
plt.xlabel ("x")

plt.ylabel("y")

plt.title(’plot’)

plt.show()

Restricciones

cons = ({’type’: ’ineq’, ’fun’ : lambda x: -x[0]=xx[1] + x[0] + x[1] -
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{’type’: ’ineq’, ’fun’ : lambda x: x[0]*x[1] + 10 }
)

Funcién Objetivo

def obj(x):
return np.exp(x[0]) * (4xx[0]#*%2 + 2xx[1]=**x2 + 4xx[0]*x[1] + 2=x[1]

Resolver

res = minimize(obj, x0, method=’SLSQP’,
options={’ftol’: 1e-9, ’'disp’: False},
bounds=bounds, constraints=cons)

5.4 Preguntas
1.

min ex'(4x%+2x%+4x1x2—|—2x2+1) # Objective function
fun = lambda x: np.exp(x[0]) * (4=x[0]=*%2 +

S.a. XX —Xx1— X < —1.5 "
2#X[1]%%2 + 4+x[0]=xx[1] + 2xx[1] + 1)

—X1X2§10 .
# constraints
Resultados: 3 puntos 6p- cons = ({’type’:’ineq’,’fun’:lambda x:
timos. ... —x[0]+x[1] + x[0] + x[1] - 1.5},
{’type’:’ineq’,’fun’:lambda x:
X0 f(x*) x* .. X[0]«x[1] + 10}
(0,0) 0.0235 (—9.54,1.04) )

(10,20) 3.0607 | (1.18,—1.73)
(—30,—30) | 141.0364 | (—1.06,—6.45¥| bounds
bnds = ((None, None), (None, None))
bnds = ((None, None), )=x2

Hay que lanzar desde
distintos puntos iniciales.
El cuarto solo aparece si
incluimos el Jacobiano? x0 = [(0,0)]

# initial guesses

# Resolver el problema
res = minimize(fun, x0, method=’SLSQP’,
bounds=bnds, constraints=cons)

print("Valor optimo", res.fun)
print("Valor optimo", res.x)

min  xpxg(x) +x2 +x3) +x3
S.a.  X[XpX3X4 > 25
X +x3 +x§ +x3=40

1 < X1,X2,X3,X4 < 5
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3.
min  x}4x3
sa. —x1<-0.5
—x1—x+1<0
—x7 -3 +1<0
—x —x34+9<0
—xt—x <0
X1 —x% <0
4,
min x%+x%
s.a. x%—i—xlxz ~l—x§ <3
3x14+2x >3
5.
min x> +1
saa. (x—2)(x—4)<0
6.

min  x]+x3
sa. (xj— 1)+ (xn-1)2<1
(=14 (+1)2<1
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